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1. Введение. Пусть ߯± – характеристическая функция множества ℝ± = ݔ} ∈ ℝ ∶ ݔ±	 > 0}, а ܨ ∶ ଶ(ℝ)ܮ →   ଶ(ℝ) преобразование Фурьеܮ

(ݔ)(ݕܨ) = ߨ2√1 න ݁௜௫௧ݐ݀(ݐ)ݕஶ
ିஶ ݔ					, ∈ ℝ. 

Рассмотрим класс функций ܮଶା(ℝ) = :(݂	ା߯)ܨ} ݂ ∈ -ଶ(ℝ)}. Как изܮ
вестно (см., например, п. 2.5 [1]), ܮଶା(ℝ) является подпространством всех 
функций из ܮଶ(ℝ), являющихся угловыми граничными значениями анали-
тических функций из класса Харди ܪଶା(ℂ), т.е. функций ߮, аналитических 
в ℂା = ݖ} ∈ ℂ ∶ Im	ݖ > 0} и удовлетворяющих условию 

sup௬வ଴ න|߮(ݔ + ஶݕଶ݀|(ݕ݅
ିஶ < ∞	. 

В данной работе изучены свойства фредгольмовости оператора ܶ ∶ ଶ(ℝା)ܮ →  ଶ(ℝା), определенного по формулеܮ
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(ݔ)(ݕܶ) = (ݔ)ݕ + න ݐ)݇(ݐ)ݕ − ାஶݐ݀(ݔ
଴ + 

+ 2݁ିଶ௫4 − ݁ିଶ௫ න ቆ1 + ݁ିଶ௧4 − ݁ିଶ௧ቇ න(ݐ)ݕ ݐ)݇ − ݔ − ߬)݁ିఛାஶ
଴ ାஶݐ݀	߬݀

଴ + 

+ቆ1 + ݁ିଶ௫4 − ݁ିଶ௫ቇන 2݁ିଶ௧4 − ݁ିଶ௧ (ݐ)ݕ න݇(ݐ − ݔ − ߬)݁ఛ଴
ିஶ ାஶݐ݀	߬݀

଴  

(1) 

при предположении, что функция ݇ принадлежит подпространству ܮଵ(ℝ) ∩ ,݀ ଶା(ℝ) и кроме того существует функция ݀ такая, чтоܮ ݀ᇱ ଵ(ℝ) и ݀ᇱᇱܮ∋ = ݇. 
Исследование оператора ܶ основано на его реализации в виде опе-

ратора ℒ-Винера – Хопфа, определение которого дается в следующем 
пункте. 

2. Оператор -Винера – Хопфа. Пусть ℒ – максимальный, симмет-
ричный оператор, порожденный дифференциальным выражением 

 (ℓݕ)(ݔ) = ᇱᇱݕ− +  ݕ(ݔ)ݒ

с вещественным потенциалом ݒ, удовлетворяющим условию 

න (1 + |(ݔ)ݒ|(|ݔ| ାஶݔ݀
ିஶ < ∞. (2) 

Интегральный оператор ℒ-свертки на полуоси 

൫(ܫ + ࣥା)ݕ൯(ݔ) = (ݔ)ݕ + න ,ݔ)ܭ ஶݐ݀	(ݐ)ݕ	(ݐ
଴  

с ядром ܭ, удовлетворяющим уравнению 
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− ߲ଶ߲ݔଶ ܭ + ܭ(ݔ)ݒ = − ߲ଶ߲ݐଶ ܭ +  ܭ(ݔ)ݒ

и некоторым дополнительным ограничениям, был введен в [2]. Более   
общий класс операторов ℒ-Винера – Хопфа введен в [3].  

Пусть ݁±(ݔ, ,ݔ) (ߣ ߣ ∈ ℝ) – решения Йоста уравнения 
 ℓݕ = ݕଶߣ , (3) 

т.е. решения (3), удовлетворяющие граничным условиям 
 lim௫→±ஶ݁ିఒ௫ ݁±(௫,ఒ) = 1,						 lim௫→±ஶ ݁ିఒ௫ ݁′±(௫,ఒ) =  .	ߣ݅

При ݔ ≠ 0 функции ݁ି(ݔ, ,ݔ)ି݁ ,(ߣ  образуют фундаментальную (ߣ−
систему решений (3), и потому ݁ା(ݔ, (ߣ = ,ݔ)ି݁(ݔ)ܾ (ߣ− + ܾ଴(ݔ)݁ି(ݔ,  В .(ߣ
спектральной теории оператора ℒ важную роль играют коэффициент 
прохождения (ߣ)ݐ = ܾ଴ି ଵ(ߣ) и коэффициенты отражения ିݎ (ߣ) = (ߣ)ାݎ ,(ߣ)ݐ(ߣ)ܾ =  .	(ߣ)ݐ(ߣ−)ܾ−

Рассмотрим интегралы 
(ߣ)(ݕ∓ܷ)  = න ,ݔ)∓ݑ ାஶ,ݔ݀(ݔ)ݕ(ߣ

ିஶ ߣ					 ∈ ℝ, 
где ݑ∓(௫,ఒ) = ,ݔ)±݁	(ߣ)ݐ -ଶ(ℝ) и опреܮ которые сходятся по норме ,(ߣ±
деляют ограниченные операторы ܷ∓ ∶ 	 ଶ(ℝ)ܮ →   .ଶ(ℝ)ܮ

Под спектральным преобразованием оператора ℒ мы понимаем опе-
ратор ܷ ≔ ݉(߯ା)ܷି ଶ(ℝ)ܮ	:ାܷ	ܬ	(ି߯)݉+ →  ,ଶ(ℝ)ܮ
где (ݕܬ)(ݔ) = ଶ(ℝ)ܮ	:(ܽ)݉	,(ݔ−)ݕ →  ଶ(ℝ) – оператор умножения наܮ
функцию ܽ: ݕ(ܽ)݉) ≔  .(ݕܽ

Оператор ܷ обобщает понятие преобразования Фурье ܨ, а при ݒ = 0 
совпадает с ней, поскольку на всюду плотном в ܮଶ(ℝ) множестве имеет 
место равенство ܷℒܷ∗ = ∗ܷܷ Кроме того .(ଶߣ)݉ = ܷ∗ܷ					,ܫ = ܫ − ܲ, где ܲ	– проектор на подпространство собственных функций оператора ℒ.  

Заметим, что ℒ имеет лишь конечное число простых собственных 
значений, имеющих вид ݅ߤ௞ (݇ = 1,… , ௞ߤ ,(ܰ > 0. 

Пусть функция ܽ ∈ ଶ(ℝା)ܮ	:ା଴ߨ ஶ(ℝ), а операторыܮ → ଶ(ℝ)ܮ	:ାߨ ,ଶ(ℝ)ܮ →  ଶ(ℝା) определены по формулеܮ
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(ݔ)(ݕାߨ) = ݔ    ,(ݔ)ݕ ∈ ℝା    (ߨା଴ݕ)(ݔ) = ൜(ݔ)ݕ, ݔ ∈ ℝା0, ݔ ∈ ℝି 

Под оператором ℒ-Винера – Хопфа, следуя [3], мы будем понимать 
оператор ℒܹ(ܽ) = ା଴ߨ	ܷ	(ܽ)݉	∗ܷ	ାߨ . 

Функцию ܽ называют символом оператора  ℒܹ(ܽ). 
В [3] в случае кусочно-непрерывного символа получены критерий 

фредгольмовости оператора ℒܹ(ܽ) и формула для индекса в терминах 
функций ܽ, ,±ݎ	ݐ. Операторы ܷ± и соответственно оператор ℒܹ(ܽ) могут 
быть записаны в явном виде лишь в тех случаях, когда явно записываются 
решения Йоста уравнения (3). Таковым является, например, случай без-
отражательного потенциала, т.е. когда ݎ± = 0 (подробнее см. в [4-6]). 

Заметим также, что решения Йоста уравнения (3) существуют и 
единственны при выполнении условия (2) (см. [7]). При выполнении этого 
условия обратная задача теории рассеяния разрешима, т.е. потенциал ݒ 
однозначно может быть восстановлен по правым данным рассеяния {ݎା(ߣ), ,௞,݉௞ߤ݅ ݇ = 1,… ,ܰ}, где ݅ߤ௞ – собственные значения, а ݉௞	 –
нормирующие множители соответствующих собственных функций (см. 
[8]). Безотражательные потенциалы порождаются данными рассеяния {0, ݇	|	௞,݉௞ߤ݅ = 1,… , ܰ}. При данных рассеяния ቄ− ଵఒమାଵ , 0, 0ቅ решения 

Йоста также явно выписывается. 
Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия: 

1) потенциал ݒ оператора ℒ определяется правым набором данных 

рассеяния ቄ− ଵఒమାଵ , 0, 0ቅ; 
2) ݇ ∈ ଵ(ℝ)ܮ ∩  ;ଶା(ℝ)ܮ
3) существует функция ݀ ∈ ଵ(ℝ), такая что ݀ᇱܮ ∈ ଵ(ℝ) и ݀ᇱᇱܮ = ݇; 
4) функция ܽ определяется равенством 

(ߣ)ܽ = 1 + ଶߣ)ଶߣ(ߣ)(ଵ݇ିܨ) + ଶߣ)	(2 + 1)ଶ 

тогда имеет место равенство ܶ = ℒܹ(ܽ). 
3. Фредгольмовость. Пусть ܺ	– банахово пространство, ܣ:ܺ → ܺ	– 

линейный ограниченный оператор. Оператор ܣ называется фредголь-
мовым, если его образ Im	ܣ ≔ ݔ|	ݔܣ} ∈ ܺ} замкнут, а размерности ядра 
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ker ܣ ≔ ݔ} ∈ ݔܣ	|	ܺ = 0} и коядра ܺ Im	ܣൗ  конечны. Число ind	ܣ =dimker ܣ − dim൫ܺ Im	ܣൗ ൯ называют индексом оператора ܣ. 
Из результатов работы [3] и теоремы 1 следует 
Теорема 2. При условиях 2) и 3) теоремы 1 оператор ܶ, определенный 

формулой (1), фредгольмов тогда и только тогда, когда  
 

         (4) 
 
При выполнении этого условия индекс оператора ܶ может быть вы-

числен по формуле 
 ind	ܶ = − ଵଶ − ଵଶగ ׬ ݀	Arg ൤൫√ఒା√ଶ	௜൯൫ఒ(ఒାଶ)௔൫√ఒ	൯ାଵ൯൫√ఒା௜൯ర൫√ఒି√ଶ	௜൯ ൨ஶ଴ . 
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О фредгольмовости одного класса операторов  ख-Винера–Хопфа 

 
Исследован один класс интегральных операторов на полуоси, являющихся 

комбинацией операторов умножения на функцию и операторов Винера – Хопфа. 
Класс этих операторов при соответствующем выборе спектральных данных диф-
ференциального оператора и символа реализуется как операторы ℒ-Винера–
Хопфа. Получены критерий фредгольмовости и формула для вычисления индекса. 

 
Ա. Հ. Քամալյան, Գ. Ա. Կիրակոսյան 

 ख-Վիներ–Հոպֆի օպերատորների մի դասի ֆրեդհոլմության մասին 
 

Հետազոտված է կիսաառանցքի վրա ինտեգրալ օպերատորների մի դաս, որոնք 
հանդիսանում են ֆունկցիայով բազմապատկման օպերատորների և Վիներ–Հոպֆի 
օպերատորների կոմբինացիա։ Այդ օպերատորների դասը դիֆերենցիալ օպերատորի 
սպեկտրալ տվյալների և սիմվոլի համապատասխան ընտրության դեպքում իրացվում 
են որպես ℒ-Վիներ–Հոպֆի օպերատորներ: Ստացվել են ֆրեդհոլմության հայտանիշը 
և ինդեքսը հաշվելու բանաձևը։ 
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А. G. Kamalyan, G. A. Kirakosyan 
 

On the Fredholm Property of One Class of  ख-Wiener–Hopf Operators 
 

The article is devoted to the study of one class of integral operators on the half-
line, which are a combination of operators of multiplication by a function and Wiener–
Hopf operators. The class of these operators, with an appropriate choice of spectral data 
of the differential operator and symbol, are realized as ℒ-Wiener–Hopf operators. A 
Fredholm criterion and a formula for calculating the index are obtained. 
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