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Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ñåéñìîçàùèòû ñîîðóæåíèé ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåíåíèå òàê íàçûâàåìûõ ”ïîäóøåê”: îíè âîçâîäÿòñÿ íà îñíîâàíèè è
ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ìíîãîñëîéíóþ ñðåäó èç äâóõ ìàòåðèàëîâ. Ðàçëè÷íûì
âîïðîñàì ïîâåäåíèÿ òàêèõ ñðåä ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1-3] è äð. Â [4,5]
äëÿ ñåéñìîçàùèòû êîíñòðóêöèé ïðåäëàãàëîñü ïðèìåíåíèå âíåøíèõ ñèë,
äåéñòâóþùèõ â òî÷êàõ ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ. Â äàëüíåéøåì [6] îáñóæäàëñÿ
âîïðîñ î íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì âûáîðå ýòèõ ñèë.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèé ïðè íàëè÷èè
óïðóãîãî îñíîâàíèÿ è åãî âëèÿíèå íà çíà÷åíèå îïòèìàëüíûõ ñèë. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ äâà òèïà çàäà÷ – óìåíüøåíèÿ èëè óñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ ñèë â
çàäàííûõ òî÷êàõ è ýòè æå âîïðîñû îòíîñèòåëüíî ôîðì êîëåáàíèé.

1. Âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ âíåøíèõ ñèë áóäåì îïðåäåëÿòü èñõîäÿ
èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îïèðàåòñÿ íà ñëîèñòóþ
óïðóãóþ ñðåäó. Îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç
÷åðåäóþùèõñÿ ñëîåâ äâóõ ìàòåðèàëîâ. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âûðàæåíèÿ äëÿ
ïðèâåäåííûõ óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà ðàáîòàåò
íà îäíîìåðíûé ñäâèã. Òîãäà â êàæäîì ñëîå ïåðåìåùåíèå îïðåäåëèòñÿ êàê

ui = Aix+Bi: ( 1 :1 )

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ k+1 ñëîåâ ñ òîëùèíîé h1 è êîýôôèöèåíòîì
óïðóãîñòè G1, è k ñëîåâ ñ äàííûìè h2 è G2.
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Åñëè ïðèíèìàòü, ÷òî âíåøíÿÿ ïëîñêîñòü ïåðâîãî ñëîÿ íåïîäâèæíà,
à íà ïëîñêîñòè ïîñëåäíåãî ñëîÿ äåéñòâóåò ñäâèãàþùåå íàïðÿæåíèå ¿ , òî
óäîâëåòâîðÿÿ ýòèì è ìåæñëîåâûì óñëîâèÿì

ui = ui+1; G1Ai = G2Ai+1; ( 1 :2 )

äëÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðõíåãî êîíöà áóäåì èìåòü

u=x=h = ®1¿; ®1 =
H1

G1
+
H2

G2
; H1 = ( k + 1 ) h1; H2 = kh2; h = H1 +H2: ( 1 :3 )

Åñëè ïðèíèìàòü, ÷òî äëÿ âñåãî ïàêåòà âåðåí ëèíåéíûé çàêîí ïåðåìåùå-
íèÿ ïî âñåé òîëùèíå, òî ïåðåìåùåíèå ïðè x = h áóäåò

u=x=h = ®2¿; ®2 =
h2

G1H1 +G2H2
: ( 1 :4 )

Îòìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ®1 > ®2 è, âî-âòîðûõ, â âûðàæåíèÿõ ®1 è ®2

õàðàêòåð ÷åðåäîâàíèÿ ñëîåâ íå ïðîÿâëÿåòñÿ, ò.å. èìååòñÿ ñóììàðíûé ýôôåêò.
2. Èçó÷èì âîïðîñ, êàê èçìåíÿþòñÿ ÷àñòîòû ñòåðæíÿ (ñîîðóæåíèå

ìîäåëèðóåòñÿ êàê ñòåðæåíü), êîãäà îáû÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ
çàìåíÿþòñÿ óïðóãîé ñâÿçüþ ïî (1.3). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, êîãäà â ñòåðæíå
îñóùåñòâëÿþòñÿ ñäâèãîâûå è èçãèáíûå êîëåáàíèÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ

a2
@2v

@x2
=

@2v

@t2
; a2 =

G

½
; ( 2 :1 )

îäèí êðàé êîòîðîãî ñâîáîäåí (
@v

@x
= 0 ïðè x = l), íà äðóãîì êîíöå âìåñòî

îáû÷íîãî óñëîâèÿ çàùåìëåíèÿ âîçüìåì

G
@v

@x
=
1

®1
v ïðè x = 0 : ( 2 :2 )

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò ( ! ) èìååì

®ptgp = 1 ; p =
!l

a
; ® =

G

l
®1: ( 2 :3 )

Ïðè ýòîì ôîðìû êîëåáàíèé áóäóò

Xn ( x) =

½
c o s

!n ( l ¡ x)

a

¾
: ( 2 :4 )

Íà ðèñ.1 ïðèâåäåíû êðèâûå ïåðâûõ òðåõ áåçðàçìåðíûõ ÷àñòîò ( pi ) â
çàâèñèìîñòè îò ®.

Â ñëó÷àå èçãèáà ñòåðæíÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

EJ
@4w

@x4
+ ½F

@2w

@t2
= 0 ( 2 :5 )
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ñ óñëîâèÿìè íà êîíöàõ

@w

@x
= 0 ; EJ

@3w

@x3
+

F

®1

w = 0 ïðè x = 0 ;

@2w

@x2
=

@3w

@x3
= 0 ïðè x = l

( 2 :6 )

äàþò ñëåäóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

c o s pchp+ 1 = ®p3 ( chp s in p+ shp c o s p) : ( 2 :7 )

Çäåñü

p4 =
½F

EJ
!2l4; ® =

EJ

Fl3
®1: ( 2 :8 )

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ïðè ýòîì ôîðìû êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

Xn ( » ) = [chpn ( 1 ¡ » ) + c o s pn ( 1 ¡ » ) ]( chpn + c o s pn ) ¡
¡ [shpn ( 1 ¡ » ) + s in pn ( 1 ¡ » ) ]( shpn ¡ s in pn ) ; x = »l:

( 2 :9 )

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû êðèâûå ïåðâûõ òðåõ ÷àñòîò ( p1 ) â çàâèñèìîñòè îò ®.
Çíà÷åíèå ® = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ.

Êàê ïîêàçûâàþò êðèâûå íà ðèñ. 1 è 2, ñ óâåëè÷åíèåì ® ÷àñòîòû óìåíü-
øàþòñÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè ýòîì î÷åíü ñèëüíîå èçìåíåíèå
ïðåòåðïåâàåò ïåðâàÿ ÷àñòîòà.

1 3 9



3. Ðàññìàòðèâàåìóþ ñïëîøíóþ ñèñòåìó çàìåíèì äèñêðåòíîé ñèñòåìîé ñ
n ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè. Åñëè ïîìèìî ñåéñìè÷åñ-
êèõ ñèë â òî÷êàõ ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ mj ïðèëîæåíû òàêæå âíåøíèå ñèëû
Fj, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òàêîé ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå [4,6]

Xi =
nX

j=1

cij[mj ( Äxj ¡ Äx0 ) ¡ Fj]: ( 3 :1 )

Êîýôôèöèåíòû cij – ïåðåìåùåíèå â òî÷êå i îò åäèíè÷íîé ñèëû,
ïðèëîæåííîé â òî÷êå j. Èõ îïðåäåëèì èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàòèêè èçãèáà
ñòåðæíÿ. Ïðîãèá áàëêè îò ïðèëîæåííîé â òî÷êå b ñèëû P ñ ó÷åòîì êîíöåâûõ
óñëîâèé (2.6) áóäåò

w ( x) =
Px3

2 EJ

³
b¡ x

3

´
+
P®1

F
: ( 3 :2 )

Åñëè áàëêó ðàçäåëèòü íà n + 1 ðàâíûõ ÷àñòåé (íå îáÿçàòåëüíî) äëèíîé a,
òî

cij =

8
><
>:

j2a3

2 EJ

µ
j ¡ i

3

¶
+
®1

F
; i 6= j;

j3a3

3 EJ
+
®1

F
; i = j:

( 3 :3 )

Åñëè ìàññó áàëêè òàêæå ðàñïðåäåëèòü íà ðàâíûå ÷àñòè, òî

mj = m =
M

n
; M = Fl½; ( n+ 1 ) a = l: ( 3 :4 )

Ïî (3.3) èç (3.1) ìîæíî îïðåäåëèòü è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ñðàâíèòü èõ
ñ àíàëîãè÷íûìè èç ðèñ. 1 è 2.

Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå yk[7] (ñ. 28-29)

xi =
nX

k=1

Cikyk; ( 3 :5 )

âìåñòî (3.1) áóäåì èìåòü êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó

Äyk + !2
kyk = ©k ( t) =

nP
j=1

Cik ( Fk ¡mj Äx0 )

nP
j=1

mjC2
jk

: ( 3 :6 )

Èç (3.6) îïðåäåëÿþòñÿ îáîáùåííûå êîîðäèíàòû (ñîáñòâåííûå ôîðìû
êîëåáàíèé) è âûðàæåíèÿ ñóììàðíûõ âîçäåéñòâèé (ñåéñìè÷åñêèõ è äåéñòâóþ-
ùèõ àêòèâíûõ ñèë) â òî÷êàõ ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íóëåâûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èìååì

yk =
1

!k

tZ

0

©k ( ¿ ) s in !k ( t¡ ¿ ) d¿; ( 3 :7 )
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Sk = mk

nX

i;j=1

Cji!i´
¤
ki

tZ

0

( mj Äx0 ¡ Fj ) s in !i ( t¡ ¿ ) d¿ +
nX

i;j

Cji´
¤
kiFj ( t) ; ´

¤
ki =

Cki
nP

q=1

C2
qimq

:

( 3 :8 )

Â [6] ïîñëåäíèé ÷ëåí â (3.8) ïðîïóùåí, õîòÿ äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà
ýòî ðîëè íå ñûãðàëî.

Êàê âèäíî èç (3.8), ïðè íàëè÷èè óïðóãîé ñâÿçè ñåéñìè÷åñêèå ñèëû
óìåíüøàþòñÿ, ÷òî è åñòåñòâåííî, òàê êàê óìåíüøàþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû.

4. Çàäà÷è îïòèìàëüíîñòè ìîæíî ñòàâèòü ïî-ðàçíîìó è ïî-ðàçíîìó
îïðåäåëÿòü êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè. Êàê áîëåå åñòåñòâåííûé è íàèáîëåå
ïðèíÿòûé ìû ïîòðåáóåì ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

J =

TZ

0

sX

j=1

F 2
j dt; ( 4 :1 )

÷òî ðàâíîñèëüíî ìèíèìóìó êàæäîãî ñëàãàåìîãî. Â (4.1) s · n.
Èçó÷èì äâà òèïà çàäà÷.
I. Â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ñèñòåìû (èëè âî âñåõ òî÷êàõ) â ìîìåíò âðåìåíè

t = T óìåíüøèòü â ®k ðàç èëè âîîáùå ñâåñòè ê íóëþ ñåéñìè÷åñêóþ ñèëó ïðè
óñëîâèè, ÷òî ñèëû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (4.1), ò.å.

( 1 ¡ ®k ) ªk ( T ) =
nX

i;j=1

Cji!i´
¤
ki

TZ

0

Fj ( ¿ ) s in !i ( T ¡ ¿ ) d¿ ¡
nX

i;j=1

Cji´
¤
kiFj ( T ) : ( 4 :2 )

Òàêèõ óðàâíåíèé s( s · n) .
Èìååòñÿ òèïè÷íàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à. Åñëè ñîñòàâèòü ôóíêöèþ

© =
nX

j=1

F 2
j +

sX

k=1

¸k

nX

i;j=1

Cji!i´
¤
kiFj s in !i ( T ¡ ¿ ) ; ( 4 :3 )

òî óñëîâèå ìèíèìóìà äëÿ (4.1) äàåò

2 Fj +
sX

k=1

¸k

nX

i=1

Cji!i´
¤
ki s in !i ( T ¡ ¿ ) = 0 : ( 4 :4 )

Ïîäñòàâëÿÿ (4.4) â (4.2), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà áóäåì
èìåòü s àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåðû âîçüìåì ñàìûå ïðîñòûå, òàê êàê îíè íå ïðåòåíäóþò áûòü íå-
ïîñðåäñòâåííî ïðîäèêòîâàííûìè èç ïðàêòèêè.

Îñíîâíàÿ ÷àñòîòà áàëêè !0 = 3 :5 1 6

µ
EJ

Ml3

¶1=2

. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîé

÷àñòîòû, åñëè çàìåíèòü åå ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, íóæíî áðàòü
b = 0 :6 2 4 l. Åäèíñòâåííûé êîýôôèöèåíò c11 åñòü

c11 =
b3

3 EJ
+
®1

F
: ( 4 :5 )

1 4 1



Ñóììàðíàÿ ñèëà â òî÷êå ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû

S = F ( t) ¡M!

tZ

0

Äx0 s in ! ( t¡ ¿ ) d¿ ¡ !

tZ

0

F ( ¿ ) s in ! ( t¡ ¿ ) d¿: ( 4 :6 )

Íàïðèìåð, åñëè ñåéñìè÷åñêàÿ ñèëà äåéñòâóåò â âèäå óäàðà è òðåáóåòñÿ,
÷òîáû â ìîìåíò t =

¼

2 !
îíà áûëà óñòðàíåíà, òî âíåøíÿÿ ñèëà äîëæíà áûòü

F = ¡ 4 MI

¼
! c o s !t; I =

TiZ

0

Äx0dt; T1 ¿
2 ¼

!
: ( 4 :7 )

Òàê êàê íåîáõîäèìàÿ ñèëà (4.7) ïðîïîðöèîíàëüíà ÷àñòîòå, òî â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, åñòü â (4.5) âòîðîé ÷ëåí èëè íåò, åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ñèëüíî èçìåíèòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè âòîðîé ÷ëåí èìååò ïîðÿäîê ïåðâîãî ÷ëåíà,
òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà â 0 :7 0 7 ðàçà. Âîçìîæíî,

áîëåå åñòåñòâåííî ñðàâíèâàòü èíòåãðàëû
¼R
0

F 2dt ïðè ðàçëè÷íûõ !.

II. Âòîðîé òèï çàäà÷ òàêîé – óìåíüøèòü èëè îòñòðàíèòü îïðåäåëåííûå
ôîðìû êîëåáàíèé äëÿ çàäàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïðè ìèíèìàëüíûõ âíåøíèõ
íàãðóçêàõ. Íà îñíîâàíèè (3.6) è (3.7) óñëîâèÿ, ÷òîáû íåêîòîðûå êîîðäèíàòû
óìåíüøèëèñü â ®k ðàç â ìîìåíò t = T , áóäóò

nX

j=1

Cjk

TZ

0

Fj ( ¿ ) s in !k ( T ¡ ¿ ) d¿ = 'k = ( 1 ¡ ®k )
nX

j=1

TZ

0

Cjk Äx0 s in !k ( T ¡ ¿ ) d¿: ( 4 :8 )

Òàêèõ óðàâíåíèé áóäåò s.
Êðèòåðèé êà÷åñòâà òîò æå (4.1). Òîãäà, ñîñòàâëÿÿ ôóíêöèþ

© =
sX

j=1

F 2
j +

sX

k=1

¸k

sX

j=1

CjkFj s in !k ( T ¡ ¿ ) ; ( 4 :9 )

îáåñïå÷èì ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ïðè

2 Fj +
sX

k=1

¸kCjk s in !k ( T ¡ ¿ ) = 0 : ( 4 : 1 0 )

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ¸k èç (4.8) è (4.10) èìååì

sX

j=1

sX

q=1

¸qCjkCjqakq = 'k; ( 4 : 1 1 )

4 akq =

8
>>><
>>>:

s in ( !k + !q ) T

!k + !q
¡ s in ( !k ¡ !q ) T

!k ¡ !q
; !k 6= !q;

s in 2 !kT

2 !k
¡ T; !k = !q:
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áàëêó çàìåíèì ñèñòåìîé ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Åñëè ñîñðåäîòî÷åííûå ìàññû ïîìåñòèòü â ñåðåäèíå è íà êîíöå áàëêè, òî
êîýôôèöèåíòû cij áóäóò

c11 =
l3

2 4 EJ
+
®1

F
; c12 =

5 l3

4 8 EJ
+
®1

F
; c22 =

l3

3 EJ
+
®1

F
: ( 4 : 1 2 )

Áåç ®1 ÷àñòîòû ñîñòàâÿò

!
(0)
1 = 2 :3 3 5 Q; !

(0)
2 = 1 5 :5 3 Q; Q =

µ
EJ

Ml3

¶1=2

: ( 4 : 1 3 )

Åñëè áðàòü
®1

F
=

l2

2 4 EJ
, òî

!1 = 2 : 1 4 3 Q; !2 = 9 :3 3 9 Q: ( 4 : 1 4 )

Äëÿ ïåðâîé ôîðìû ñîîòâåòñòâåííî èìååì

y(0)1 =
1

!
(0)
1

tZ

0

µ
0 :1 8 6 2

F

M
¡ 0 :3 8 3 7 Äx0

¶
s in !(0)

1 ( t¡ ¿ ) d¿;

y1 =
1

!1

tZ

0

µ
1 :7 0 7 2

F

M
¡ 1 :2 0 7 1 Äx0

¶
s in !1 ( t¡ ¿ ) d¿:

( 4 : 1 5 )

Ñèëà ïðèëîæåíà â öåíòðå äëèíû áàëêè, è öåëüþ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíåíèå
ïåðâîé ôîðìû â ìîìåíò t = T . Åñëè, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñåéñìîñèëà äåéñòâóåò â âèäå óäàðà, òî äëÿ ìèíèìàëüíîé
ñèëû áóäåì èìåòü âûðàæåíèå

F = C
MI s in ! ( T ¡ t )

T ¡ s in 2 !T
2 !

: ( 4 : 1 6 )

Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ C = 4 :1 2 1 è âìåñòî ! äîëæíû áðàòü !0
1 èç (4.13), à äëÿ

âòîðîãî C = 1 :4 1 4 è ! áåðåì èç (4.14).
Êàê è äëÿ ïåðâîãî ïðèìåðà, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òðåáóåìîé ñèëû âî

ìíîãî ðàç ìåíüøå ïðè óïðóãîì îñíîâàíèè, ÷åì áåç íåãî.

Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ ÐÀ

1 4 3



Ë. À. Ìîâñèñÿí

Îá îäíîì êîìáèíèðîâàííîì ñïîñîáå ñåéñìîçàùèòû

Âîïðîñ î ñåéñìîçàùèòå êîíñòðóêöèé ïðè ïîìîùè îïòèìàëüíîãî âûáîðà

âíåøíèõ ñèë ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà îíè ñîîðóæàþòñÿ íà ìíîãîñëîéíîé

óïðóãîé ñðåäå.

È. ². ØáíëÇëÛ³Ý

ê»ÛëÙ³å³ßïå³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ïóí³Í ÙÇ »Õ³Ý³ÏÇ Ù³ëÇÝ

²ñï³ùÇÝ áõÅ»ñÇ ûåïÇÙ³É ÁÝïñáõÃÛ³Ý û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³éáõóí³ÍùÝ»ñÇ ë»ÛëÙÇÏ å³ßïå³-

ÝáõÃÛ³Ý Ñ³ñóÁ ùÝÝ³ñÏíáõÙ ¿ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ í»ñçÇÝÝ»ñë ¹ñíáõÙ »Ý ß»ñï³íáñ ³é³Ó·³Ï³Ý

ÑÇÙùÇ íñ³:

L. A. Movsisyan

On One Combined Method of Seismoprotection

The problem on seismoprotection of contractions by optimal choosing of external

forces in case of their construction on multilaminated elastic fundaments is considered.
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