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Èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñâîäèòñÿ ê
èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ êâàäðàòè÷íîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà

L( )̧ = ¸2I + ¸B + C; ( 0 :1 )

ãäå B è C – ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
Ïó÷êè âèäà (0.1) âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â çàäà÷å î äâèæåíèè âÿçêîé

æèäêîñòè, â çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ è àêóñòè÷åñêèõ âîëíî-
âîäîâ.

Äëÿ ýòîãî ïó÷êà ñòàâèòñÿ âîïðîñ î äâóêðàòíîé ïîëíîòå ñèñòåìû
ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ, âïåðâûå ââåäåíîé è èçó÷åííîé
Ì. Â. Êåëäûøåì [1].

Â ïðîñòðàíñòâå H ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

¦ =

0
@ 0 I

¡C ¡B

1
A ; ( 0 :2 )

êîòîðûé ïîðîæäàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì îïåðàòîðíûì ïó÷êîì ( 0 :1 ) ïðè åãî
ëèíåàðèçàöèè. Ì. Ã. Êðåéíîì è Ã. Ê. Ëàíãåðîì [2] óñòàíîâëåíà òåñíàÿ
ñïåêòðàëüíàÿ ñâÿçü êâàäðàòè÷íîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà ( 0 :1 ) è àññîöèèðîâàí-
íîãî ñ íèì îïåðàòîðà (ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð B – ñàìîñîïðÿæåííûé, C –
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð). Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî,
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÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà ( 0 :1 ) è îïåðàòîðà ( 0 :2 ) ñîâïàäàþò ñ èõ
ñîáñòâåííûìè è àëãåáðàè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè è ÷òî, åñëè ó îïåðàòîðà ¦ â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H èìååòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ, òî
ó îïåðàòîðíîãî ïó÷êà ( 0 : 1 ) èìååòñÿ äâóêðàòíî ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ
è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ (Ñ.Ï.Ý.), è íàîáîðîò. Òàê ÷òî ïîëíîòó
ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà ìîæíî áðàòü êàê íîâîå îïðåäåëåíèå
äâóêðàòíîé ïîëíîòû Ñ.Ï.Ý. êâàäðàòè÷íîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà ( 0 :1 ) , êîòîðîå
ýêâèâàëåíòíî ïåðâîíà÷àëüíîìó îïðåäåëåíèþ Ì. Â. Êåëäûøà [1].

Â [3-11] èçó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êàê ëèíåéíûõ, òàê è ïîëè-
íîìèàëüíûõ îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ, ïîðîæäåííûõ ñìåøàííûìè çàäà÷àìè, íå
ðàçðåøåííûìè îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ âçàèìîñâÿçü îïåðà-
òîðîâ, ïîðîæäåííûõ òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷åé è êðàåâîé çàäà÷åé Äèðèõëå, äëÿ
êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ.

Ïóñòü  – îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé
±. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ:

K¸ ( u) =Mu+ ¸Nu+ ¸2Lu = 0 ; ( 1 )

Gu = °u+ !x
@u

@x
+ !y

@u

@y
j@  = 0 ; ( 2 )

ãäå M , N è L – îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà

Mu = c1
@2u

@x2
+ c2

@2u

@x@y
+ c3

@2u

@y2
; ( 3 )

Nu = b1
@2u

@x2
+ b2

@2u

@x@y
+ b3

@2u

@y2
; ( 4 )

Lu = a1
@2u

@x2
+ a2

@2u

@x@y
+ a3

@2u

@y2
: ( 5 )

Îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè-
÷åñêèì. Â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì âûøåïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ìû áóäåì
îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàòü è çàäà÷è Äèðèõëå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
òåõ æå äèôôåðåíöèàëüíûõ ïó÷êîâ:

Mu+ ¸Nu+ ¸2Lu = 0 ; ( 6 )

uj@  = 0 : ( 7 )
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Îïðåäåëåíèå. Îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ôóíêöèÿ u¸ ( x; y ) 2
W 2

2 ( ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé çàäà÷è (1), (2) - (6),
(7), ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ¸, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (1) â îáîáùåííîì ñìûñëå è Gu¸ 2
0

W 1
2 ( ) , W i

2 ( ) ( i = 1 ; 2 ) –

ïðîñòðàíñòâà Ñ. Ë. Ñîáîëåâà.
0

W 1
2 ( ) – ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç W 1

2 ( ) ,
èñ÷åçàþùèõ íà ãðàíèöå @-îáëàñòè â ñìûñëå òåîðåì âëîæåíèÿ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ îáùèõ ñâîéñòâ ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà Gu =

° ( x; y ) u + ® ( x; ° )
@u

@x
+ ¯ ( x; y )

@u

@y
, ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ïîëó÷èì

ôîðìóëó Ãðèíà.
Ïóñòü  – îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü äâóõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà x; y ñ

äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé @. Îòíîñèòåëüíî ° ( x; y ) ; ® ( x; ° ) ; ¯ ( x; y ) ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî îíè äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè â çàìêíóòîé îáëàñòè  = [@.

Ïóñòü u ( x; y ) è º ( x; y ) – íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè â  =

 [ @. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

® ( x; y )
@u

@x
º = º

@

@x
( ®u) ¡ @®

@x
uº =

@

@x
( ®ºu) ¡ u @

@x
( ®º ) ; ( 8 )

¯ ( x; y )
@u

@y
º = º

@

@y
( ¯u ) ¡ @®

@y
uº =

@

@y
( ¯ºu ) ¡ u @

@y
( ¯º ) ; ( 9 )

Ñóììèðóÿ òîæäåñòâà (8), (9) è èíòåãðèðóÿ ïî îáëàñòè, ïåðåéäÿ îò
äâîéíîãî èíòåãðàëà ê èíòåãðàëó ïî ãðàíèöå, ñîãëàñíî èçâåñòíîé ôîðìóëå
Ãðèíà ïîëó÷èì

Z Z



º

(
®
@u

@x
+ ¯

@u

@y

)
dxdy =

Z

@ 

uºf®dy ¡ ¯dxg¡

¡
Z Z



(
@®

@x
+
@¯

@y

)
uºdxdy ¡

Z Z



u

(
®
@º

@x
+ ¯

@º

@y

)
dxdy:

( 1 0 )

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé u è º èç C1 ( ) èìååì
Z Z



(
®
@u

@x
+ ¯

@u

@y

)
ºdxdy =

Z

@ 

uºf® c o s ( s;̂ y ) ¡ ¯ c o s ( s;̂ x) dsg¡

¡
Z Z



Ã
@®

@x
+
@¯

@y

!
uºdxdy ¡

Z Z



u

(
®
@º

@x
+ ¯

@º

@y

)
udxdy:

( 1 1 )

Ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ôîðìóëó
Ãðèíà äëÿ ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà G

Z Z



Guºdxdy =
Z

@ 

uº ( ® c o s ( s;̂ y ) ¡ ¯ c o s ( s;̂ x) ) ds¡
Z Z



uGºdxdy+

+
Z Z



Ã
2 ° ¡ @®

@x
¡ @¯

@y

!
uºdxdy:

( 1 2 )
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Ôîðìóëà (12) ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé u( x; y ) è º ( x; y ) èç

ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W 1
2 ( ) . Äëÿ ôóíêöèé u; º 2

0

W 1
2 ( ) îíà ïðèíèìàåò

âèä Z Z



Guºdxdy =
Z Z



Ã
2 ° ¡ @®

@x
¡ @¯

@y

!
uºdxdy ¡

Z Z



uGºdxdy: ( 1 2 0 )

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ®( x; y ) = !x, ¯ ( x; y ) = $y, äåëàÿ çàìåíó
ïåðåìåííûõ x = r ( ®) c o s ®, y = r ( ® ) s in ( ®) ( 0 · ® · 2 ¼ ) â (10), ôîðìóëó Ãðèíà
(13) ïðèâåäåì ê âèäó

Z Z



Guºdxdy = $

2¼Z

0

uºr
2¡( ® ) d®+ 2

Z Z



( ° ¡ ! ) uºdxdy ¡
Z Z



uGºdxdy: ( 1 3 )

Ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëû (11), ïîíèìàþòñÿ êàê îáîáùåííûå
ïðîèçâîäíûå â ïðîñòðàíñòâå W 1

2 ( ) .
Èç ôîðìóëû Ãðèíà (11) ëåãêî óñìîòðåòü íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà äëÿ

ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà G, îòîáðàæàþùåãî ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî W 1
2 ( ) â

L2 ( ) .
Ëåììà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

¾ = m in
m ax

( x;y ) 2

"
2 ° ( x; y ) ¡ @®

@x
¡ @¯

@y

#
>
(<)

0 ;

® ( x; y ) c o s ( s;̂ y ) ¡ ¯ c o s ( s;̂ x)
(̧·)

0 ; 8( x; y ) 2 @
( 1 4 )

îïåðàòîð G ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì (îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-
íûì) îïåðàòîðîì, îòîáðàæàþùèì W 1

2 â L2 ( ) .
Ëåììà 2. Ïðè

2 ° ( x; y ) =
@®

@x
+
@¯

@y
; 8( x; y ) 2  ( 1 5 )

oïåðàòîð G ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì îïåðàòîðîì, îòîáðàæàþùèì
0

W 1
2 ( )

â L2 ( ) .
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

( Gu; u) L2( ) ¸
±

2
kuk2L2( ); 8u 2 W 1

2 ( ) ; ( 1 6 )

( Gu; º ) L2( ) = ¡ ( u;Gº ) L2( ); 8u; º 2
0

W 1
2 ( ) ; ( 1 7 )

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ñëåäñòâèÿìè ôîðìóë Ãðèíà (12), (12’)
ïðè óñëîâèÿõ (14), (15). Îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðà G, äåéñòâóþùåãî,
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ñîîòâåòñòâåííî, íà ïðîñòðàíñòâàõ W 1
2 ( ) è

0

W 1
2 ( ) , îáîçíà÷èì ÷åðåç R¤ ( ) =

GW 1
2 ( ) è

0

R¤ ( ) = G
0

W 1
2 ( ) . Î÷åâèäíî âêëþ÷åíèå

0

R¤ ( ) ½ R¤ ( ) µ L2 ( ) .
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (14) îïåðàòîðG èìååò îáðàòíûéG¡1, îòîáðàæà-

þùèé îáëàñòü çíà÷åíèé R¤ ( ) îïåðàòîðà G íà ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
W 1

2 ( ) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h¤ ( ) (
0

h¤ ( ) ) ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé

u( x; y ) 2W 1
2 ( ) (

0

W 1
2 ( ) ) , äëÿ êîòîðûõ Gu 2

0

W 1
2 ( ) .

Ëåììà 3. Ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

® ( x; y ) = ® ( x) ; ¯ ( x; y ) = ¯ ( x) ; ° ( x; y ) = ° = c o n s t ;
@®

@x
¸ 0 ;

@¯

@y
¸ 0 ;

± = m in
(x;y)2

"
2 ° ¡ @®

@x
¡ @¯

@y

#
> 0 ; ( 1 8 )

® ( x) c o s ( s;̂ y ) ¡ ¯ ( y ) c o s ( s;̂ x) ¸ 0

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

( Gu; u ) 0

W 1
2 ( )

¸ ±

2
kuk20

W 1
2 ( )

; 8u 2 h¤ ( ) \W 2
2 ( ) : ( 1 9 )

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ( x; y ) 2
h¤ ( ) \W 2

2 ( ) è â ñèëó ëåììû 2 èìååì:

( Gu; u) 0

W1
2 ( )

=

Ã
@

@x
Gu;

@u

@x

!

L2( )

+

Ã
@

@y
Gu;

@u

@y

!

L2( )

=

=

Ã
G
@u

@x
;
@u

@x

!

L2( )

+

Ã
G
@u

@y
;
@u

@y

!

L2( )

+

Ã
@®

@x

@u

@x
;
@u

@x

!

L2( )

+

Ã
@¯

@y

@u

@y
;
@u

@y

!

L2( )

¸

¸ ±

2
k@u
@x
k2L2( ) +

±

2
k@u
@y
k2L2( ) =

±

2
kuk20

W 1
2 ( )

:

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð G¡1, îáðàòíûé ê îïåðàòîðó

G, îòîáðàæàþùèé
0

W 1
2 ( ) \GW 1

2 ( ) âW
1
2 ( ) , ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â ìåòðèêå

ïðîñòðàíñòâà
0

W 1
2 ( ) .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

® ( x; y ) = wx; ¯ ( x; y ) = wy; ° ( x; y ) = °; ( 2 0 )

ãäå w è ° – äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå òàêèå, ÷òî

° > w ¸ 0 èëè ° < w · 0 : ( 2 1 )
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Ëåììà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèè u( x; y ) èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

MGu = ( G+ 2 wI ) Mu: ( 2 2 )

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u( x; y ) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Òîãäà èìååì

@2Gu

@x2
= °

@2u

@x2
+ 2 w

@2u

@x2
+ wx

@3u

@x3
+ wy

@3u

@y@x2
; ( 2 3 )

@2Gu

@x@y
= °

@2u

@x@y
+ 2 w

@2u

@x@y
+ wx

@3u

@x2@y
+ wy

@3u

@y2@x
; ( 2 4 )

@2Gu

@y2
= °

@2u

@y2
+ 2 w

@2u

@y2
+ wx

@3u

@x@y2
+ wy

@3u

@y3
: ( 2 5 )

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâà (23), (24), (25), ñîîòâåòñòâåííî, íà c1, c2, c3 è ñóììèðóÿ,
ïîëó÷èì

MGu = °Mu+ 2 wMu+ wx
@Mu

@x
+ wy

@Mu

@y
= GMu+ 2 wMu:

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàäà÷à Äèðèõëå (6), (7) â îïåðàòîðíîé ôîðìå ýêâèâàëåíòíà èçó÷åíèþ

ñëåäóþùåãî êâàäðàòè÷íîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà:

L ( )̧ u = Cu+ ¸Bu+ ¸2Iu; ( 2 6 )

ãäå B = ¡L¡1N , C = ¡L¡1M – ñàìîñîïðÿæåííûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû Ñ.

Ë. Ñîáîëåâà, äåéñòâóþùèå â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå
0

W 1
2 ( ) , I – åäèíè÷íûé

îïåðàòîð.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ B è C ïðèíàäëåæàò

R¤ ( ) . Ïó÷îê L( )̧ ïðè ëèíåàðèçàöèè, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæäàåò ìàòðè÷íûé
îïåðàòîð

Â =

0
@ 0 I

C B

1
A ; ( 2 7 )

äåéñòâóþùèé â îðòîãîíàëüíîé ñóììå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ H ( ) =
0

W 1
2 ( ) ©

0

W 1
2 ( ) . Ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà

Â â H îçíà÷àåò äâóêðàòíóþ ïîëíîòó ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ äëÿ
êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà L ( )̧ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (6), (7).

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûé îïåðàòîðíûé ïó÷îê

L¤ ( )̧ = C¤ + ¸B¤ ¡ ¸2I; ( 2 8 )
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ãäå C¤ è B¤ – ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå h¤ ( )

ñîãëàñíî ôîðìóëàì

C¤u = G¡1CGu; B¤u = G¡1BGu; u 2 h¤ ( ) ( 2 9 )

I – åäèíè÷íûé îïåðàòîð â h¤ ( ) . Àññîöèèðîâàííûé ñ ýòèì ïó÷êîì ìàòðè÷íûé
îïåðàòîð

Â¤ =

0
@ 0 I

C¤ B¤

1
A ( 3 0 )

äåéñòâóåò â îðòîãîíàëüíîé ñóììå ïðîñòðàíñòâ Ĥ ( ) = h¤ ( ) © h¤ ( ) . Îïåðàòîð
Â¤ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Â¤ = Ĝ¡1ÂĜ; ( 3 1 )

ãäå ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

Ĝ =

0
@ G 0

0 G

1
A ( 3 2 )

oòîáðàæàåò
0

W 1
2 ( ) ©

0

W 1
2 ( ) â L2 ( ) © L2 ( ) , à åãî îáðàòíûé

Ĝ¡1 =

0
@ G¡1 0

0 G¡1

1
A ( 3 3 )

oòîáðàæàåò R¤ ( ) ©R¤ ( ) íà W 1
2 ( ) ©W 1

2 ( ) .
Òåîðåìà 1. Ãëàäêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êðàåâîé çàäà÷è (1), (2)

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà L¤ ( )̧ è íàîáî-
ðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u¸ ( x; y ) – ãëàäêàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (1), (2) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ¸. Òîãäà â ñèëó ëåììû 4 èìååì

K ( )̧ Gu¸ = ( G+ 2 !I ) K ( )̧ u¸ = 0 : ( 3 4 )

Îòñþäà â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ L¡1 è G¡1 çàêëþ÷àåì

L¤u¸ = G¡1L¡1K ( )̧ Gu¸ = 0 ; u¸ ( x; y ) 2 h¤ ( ) : ( 3 5 )

Îáðàòíî, ïóñòü u¸ ( x; y ) 2 h¤ ( ) – ãëàäêèé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò êâàä-
ðàòè÷íîãî ïó÷êà L¤ ( )̧ , ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ¸, òîãäà,
ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîðû G è L, èç ðàâåíñòâà

L¤ ( )̧ u¸ = G¡1CGu¸ + ¸G¡1BGu¸ ¡ ¸2u¸ = 0 ( 3 6 )

ïîëó÷àåì
K ( )̧ Gu¸ ( x; y ) = 0 : ( 3 7 )
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Îòñþäà â ñèëó ëåììû 4

( G+ 2 $I ) K ( )̧ u¸ ( x; y ) = 0 : ( 3 8 )

Íî ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð ( G + 2 $I ) ¡1, òî îêîí÷àòåëüíî
èìååì

K ( )̧ u¸ ( x; y ) = 0 ; Gu¸ ( x; y ) 2
0

W 1
2 ( ) :

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Âûøåäîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êðàåâûå çàäà÷è (1), (2) âïîëíå

õàðàêòåðèçóþòñÿ êâàäðàòè÷íûì îïåðàòîðíûì ïó÷êîì L¤ ( )̧ , êîòîðûé ïî
ïîñòðîåíèþ ïîäîáåí êâàäðàòè÷íîìó ïó÷êó L( )̧ , ïîðîæäåííîìó (6), (7).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ° > w ¸ 0 ( ° · w · 0 ) , òîãäà ÷åðåç

äâóêðàòíî ïîëíóþ â
0

W 1
2 ( ) ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èç

0

W 1
2 ( ) \ R¤ ( )

êâàäðàòè÷íîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà L( )̧ ìîæíî ïîñòðîèòü äâóêðàòíî ïîëíóþ
ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà L¤ ( )̧ â h¤ ( ) è
îáðàòíî, ÷åðåç äâóêðàòíî ïîëíóþ â ìåòðèêå W 2

2 ( ) ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ïó÷êà L¤ ( )̧ â h¤ ( ) ìîæíî ïîñòðîèòü äâóêðàòíî ïîëíóþ ñèñòåìó

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïó÷êà L ( )̧ â
0

W 1
2 ( ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u¸n ( x; y ) – ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïó÷êà L( )̧ ,
òîãäà

GL¤ ( ¸n ) G
¡1u¸n = L ( ¸n ) u¸n = 0 ; ( 3 9 )

ò.å. º¸n ( x; y ) = G¡1u¸n ( x; y ) 2 h¤ ( ) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé äëÿ ïó÷êà

L¤ ( )̧ . Äâóêðàòíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû fu¸n ( x; y ) g1
1 â

0

W 1
2 ( ) îçíà÷àåò ïîëíîòó

ñèñòåìû âåêòîð-ôóíêöèè

8
<
:û¸n =

0
@ u¸n
¸nu¸n

1
A
9
=
;

1

n=1

ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Â â

Ĥ ( ) =
0

W 1
2 ( ) ©

0

W 1
2 ( ) .

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ

º̂¸n ( x; y ) =

0
@ º¸n
¸nº¸n

1
A =

0
@ G¡1u¸n
¸nG

¡1u¸n

1
A = Ĝ¡1û¸n ( 4 0 )

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ îïåðàòîðà Â¤.
Íà ñàìîì äåëå, èìååì

Â¤º̂¸n = Ĝ¡1ÂÂĜº̂¸n = Ĝ¡1Âû¸n = ¸nº̂¸n : ( 4 1 )

Ïóñòü º̂ =

0
@ º1

º2

1
A – ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Ĥ¤ ( ) = h¤ ( ) © h¤ ( ) .

Ðàññìîòðèì âåêòîð
Ĝº̂ = ŵ 2 H ( ) : ( 4 2 )

1 3 3



Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç ñîáñòâåííûõ âåê-
òîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà Â, òàê ÷òî

NX

k=1

d(N)
k u¸k

Ĥ( )¡! ŵ ïðè N !1: ( 4 3 )

Îòñþäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Ĝ¡1

NX

k=1

d
(N)
k Ĝ¡1û¸k =

NX

k=1

d
(N)
k º̂¸k

Ĥ¤( )¡! Ĝ¡1ŵ = º̂: ( 4 4 )

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Â¤ ñèñòåìà fº¸k = Ĝ¡1u¸kg1
1

ñîáñòâåííûõ âåêòîð-ôóíêöèé ïîëíà â îðòîãîíàëüíîé ñóììå Ĥ ( ) = h¤ ( ) ©
h¤ ( ) . À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà
L¤ ( ) äâóêðàòíî ïîëíà â h¤ ( ) . Îáðàòíî, ïóñòü ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
fº¸k ( x; y ) g1

k=1 ïó÷êà L¤ ( )̧ äâóêðàòío ïîëíà â h¤ ( ) â ìåòðèêå W 2
2 ( ) . À ýòî

îçíà÷àåò ïîëíîòó â ìåòðèêå W 2
2 ( ) © W 2

2 ( ) ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ8
<
:º̂¸k =

0
@ º¸k
¸kº¸k

1
A
9
=
;

1

1

ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Â¤ â Ĥ¤ ( ) .

Ïóñòü û =
³
u1
u2

´
– ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Ĥ ( ) , òîãäà âåêòîð º̂ =

Ĝ¡1û =
³
G¡1u1
G¡1u2

´
2 H¤ ( ) è ïîýòîìó ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Â¤

NX

k=1

l
(N)
k º̂¸k

W 2
2 ( )©W2

2 ( ) º̂ ïðè N !1 ( 4 5 )

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Ĝ èìååì

NX

k=1

l
(N)
k Ĝº̂¸k

0

W1
2 ( )©

0

W1
2 ( ) Ĝº̂ = û ïðè N !1 ( 4 6 )

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñèñòåìà Ĝº̂¸k 2 Ĥ ( ) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ äëÿ îïåðàòîðà Â. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðûM è L óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Z Z



Mppd > 0 ;
Z Z



Lppd < 0 ( ¤)

äëÿ âñåõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ïîëèíîìîâ îò x è y. Â ðàáîòå [5] ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ (*) äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà L( )̧ óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå äâó-

êðàòíî ïîëíîé ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â
0

W 1
2 ( ) â

ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü  – åäèíè÷íûé êðóã. Ñîïîñòàâëåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà
ñ âûøåäîêàçàííîé òåîðåìîé ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3. Åñëè îáëàñòü  – êðóã, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (*)
è ° > ! ¸ 0 ( ° < ! · 0 ) ó êâàäðàòè÷íîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà
L¤ ( )̧ , ïîðîæäåííîãî êðàåâîé çàäà÷åé, èìååòñÿ äâóêðàòíàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà
ïîëèíîìèàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â h¤ ( )

Âîåííûé àâèàöèîííûé èíñòèòóò èì. ìàðøàëà À. Õàíôåðÿíöà

Ã. À. Ñàðãñÿí

Î ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ, ïîðîæäåííûõ

òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷åé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ âçàèìîñâÿçü îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ êðàåâîé

çàäà÷åé è êðàåâîé çàäà÷åé Äèðèõëå, äëÿ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîð-

íûõ ïó÷êîâ.

¶. ². ê³ñ·ëÛ³Ý

ºññáñ¹ »½ñ³ÛÇÝ ËÝ¹ñÇó ÍÝí³Í ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ûå»ñ³ïáñ³ÛÇÝ ÷Ýç»ñÇ ë»÷³Ï³Ý

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ù³ëÇÝ

àõëáõÙÝ³ëÇñíáõÙ ¿ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ëå»Ïïñ³É ÷áËÏ³å³ÏóáõÃÛáõÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñ³ÛÇÝ ÷ÝçÇ Ñ³Ù³ñ‘ ÍÝí³Í »½ñ³ÛÇÝ »õ ¸ÇñÇËÉ»Ç ËÝ¹ÇñÝ»ñÇó:

G. A. Sargsyan

On Eigenfunctions of Diferencial Operator Bundles Generated by the Third Boundary

Problem

The spectral correlation of operator bundles generated by boundary and Dirichled

problems is investigated.
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