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Áåñòèïîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó
óðàâíåíèé ñ îòäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè â áåñòèïîâîì ¸-èñ÷èñëåíèè [1,
2]. Îñíîâíàÿ ñåìàíòèêà òàêèõ ïðîãðàìì îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè Y . Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ñåìàíòèêè, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ êîìáèíàòîðîâ íåïîäâèæíîé
òî÷êè, ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü èõ ê îäíèì è òåì æå
äàííûì, òî ïîëó÷èì îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

Â [2] îïðåäåëÿþòñÿ è èññëåäóþòñÿ àëãîðèòìû èíòåðïðåòàöèè áåñòèïîâûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì. Ïðîöåäóðíûå ñåìàíòèêè, îñíîâàííûå íà ýòèõ
àëãîðèòìàõ, ñðàâíèâàþòñÿ ñ îñíîâíîé ñåìàíòèêîé, îïðåäåëÿåìîé ñ ïîìîùüþ
êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè Y . Èç íàñòîÿùåé ðàáîòû ñëåäóåò, ÷òî
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [2], âåðíû äëÿ ñåìàíòèê, îïðåäåëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîëüíîãî êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè.

1. Èñïîëüçóåìûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû. Ïóñòü V – ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ è ¤ – ìíîæåñòâî áåñòèïîâûõ òåðìîâ, îïðåäåëÿåìûõ
îáû÷íûì îáðàçîì (ñì. [1]). Òðàäèöèîííûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ
ñâîáîäíîãî è ñâÿçàííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé â òåðì è ïîíÿòèå ñâîáîäíîé
ïåðåìåííîé òåðìà. Ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà M

óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü FV ( M ) . Òåðì, íå ñîäåðæàùèé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ,
íàçîâåì çàìêíóòûì. Ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ îáîçíà÷èì ¤ 0. ×åðåç
M [x1; : : : ; xm] óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü òåðì M ñ óêàçàíèåì èíòåðåñóþùèõ íàñ
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ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xm, m ¸ 1 . ×åðåç M [N1; : : : ;Nm]

îáîçíà÷èì òåðì, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè òåðìîâ
N1; : : : ;Nm â òåðìM âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xm,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè íè îäíà ñâîáîäíàÿ
ïåðåìåííàÿ ïîäñòàâëÿåìîãî òåðìà íå ñâÿçûâàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè.
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äîïóñòèìûå ïîäñòàíîâêè. Òåðìû M è
N íàçûâàþòñÿ êîíãðóýíòíûìè (îáîçíà÷èì M ´ N ), åñëè îäèí òåðì ìîæíî
ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïåðåèìåíîâàíèåì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Äàëåå ìû íå
áóäåì ðàçëè÷àòü êîíãðóýíòíûå òåðìû.

Îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèå ¯-ðåäåêñà, îòíîøåíèÿ îäíî-
øàãîâîé ¯-ðåäóêöèè ( !¯ ) , ¯-ðåäóêöèè ( !!¯ ) , ¯-ðàâåíñòâà ( =¯ ) è ïîíÿòèå ¯-
íîðìàëüíîé ôîðìû. Òàê êàê â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ ¯-
ðåäóêöèåé, óñëîâèìñÿ äàëåå ¯-ðåäåêñ íàçûâàòü ïðîñòî ðåäåêñîì, îòíîøåíèå
îäíîøàãîâîé ¯-ðåäóêöèè – ïðîñòî îäíîøàãîâîé ðåäóêöèåé, îòíîøåíèå ¯-
ðåäóêöèè – ïðîñòî ðåäóêöèåé, à ¯-íîðìàëüíóþ ôîðìó – ïðîñòî íîðìàëüíîé
ôîðìîé. Áóäåì òàêæå îïóñêàòü ñèìâîë ¯ â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ,
ò.å. îòíîøåíèå!¯ îáîçíà÷àòü!, îòíîøåíèå!!¯ –!!, à îòíîøåíèå =¯ –
=. Ìíîæåñòâî âñåõ íîðìàëüíûõ ôîðì óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòüNF , à ìíîæåñòâî
âñåõ çàìêíóòûõ íîðìàëüíûõ ôîðì – NF 0.

Åñëè âî âðåìÿ íåêîòîðîé îäíîøàãîâîé ðåäóêöèè ñâåðòûâàåòñÿ (çàìåíÿ-
åòñÿ ñâåðòêîé) ñàìûé ëåâûé ðåäåêñ, òî ýòà îäíîøàãîâàÿ ðåäóêöèÿ íàçûâàåòñÿ
ëåâîé îäíîøàãîâîé ðåäóêöèåé. Ðåäóêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ëåâûõ îäíîøàãîâûõ
ðåäóêöèé, íàçûâàåòñÿ ëåâîé ðåäóêöèåé. Ëåâóþ îäíîøàãîâóþ ðåäóêöèþ M !
N îáîçíà÷èì M!

L
N , à ëåâóþ ðåäóêöèþ M !! N îáîçíà÷èì M!!

L
N .

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè òåðì M èìååò íîðìàëüíóþ ôîðìó N , òî M!!
L

N ,
ò.å. ê íîðìàëüíîé ôîðìå ìîæíî ”äîéòè” ñ ïîìîùüþ ëåâîé ðåäóêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ òåîðåì ìîæíî íàéòè â [1].

Òåîðåìà ×åð÷à-Ðîññåðà.
a) Åñëè M !! M1 è M !! M2, òî ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì N , ÷òî M1 !! N è
M2 !! N .
b) Åñëè M1 = M2, òî ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì N , ÷òî M1 !! N è M2 !! N .

Ñëåäñòâèå òåîðåìû ×åð÷à-Ðîññåðà.
a) Åñëè M = N , ãäå N – íîðìàëüíàÿ ôîðìà, òî M !! N .
b) Åñëè M = N1 è M = N2, ãäå N1 è N2 – íîðìàëüíûå ôîðìû, òî N1 ´ N2.

Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì Z, ÷òî åñëè åãî
ïðèìåíèòü ê ïðîèçâîëüíîìó òåðìó M , òî ïîëó÷èì íåïîäâèæíóþ òî÷êó òåðìà
M , ò.å. M ( ZM ) = ZM . Òàêèå òåðìû íàçûâàþòñÿ êîìáèíàòîðàìè íåïîäâèæíîé
òî÷êè.

Íàïðèìåð, òåðì Y ´ ¸h:( ¸x:h( xx ) ) ( ¸x:h( xx ) ) ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðîì
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íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû î êðàòíîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ òåðìîâ:

< M1; : : : ;Mn >´ ¸x:xM1 : : :Mn;

ãäå x 2 V , Mi 2 ¤ , x 62 FV ( Mi ) , i = 1 ; : : : n, n ¸ 1 ;

Uni ´ ¸x1 : : : xn:xi;

ãäå xj 2 V , j 6= k ) xj 6´ xk, k; j = 1 ; : : : n, 1 · i · n, n ¸ 1 ;

P ni ´ ¸x:xUni ;

ãäå x 2 V , 1 · i · n, n ¸ 1 ;
Òåîðåìà î êðàòíîé íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ïóñòü M1; : : : ;Mn ( n ¸ 1 ) –

ïðîèçâîëüíûå òåðìû, Z – êîìáèíàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè è

LZi ´ Pni ( Z ( ¸x: < M1 ( P
n
1 x) : : : ( P

n
n x ) ; : : : ;Mn ( P

n
1 x ) : : : ( P

n
n x) >) ) ;

i = 1 ; : : : ; n. Òîãäà MiL
Z
1 : : : L

Z
n = LZi , i = 1 ; : : : ; n.

2. Èíâàðèàíòíîñòü îñíîâíîé ñåìàíòèêè áåñòèïîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîãðàìì îòíîñèòåëüíî êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè. Áåñòèïîâàÿ
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà P (ñì. [2]) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé
ñëåäóþùåãî âèäà:

f1 =M1[f1; : : : ; fn];

: : :

fn =Mn[f1; : : : ; fn];

( 1 )

ãäå fi 2 V , i 6= j ) fi 6´ fj , Mi[f1; : : : ; fn] 2 ¤ , FV ( Mi[f1; : : : ; fn]) µ ff1; : : : ; fng,
i; j = 1 ; : : : ; n, n ¸ 1 . Ãëàâíûì óðàâíåíèåì ïðîãðàììû (1) áóäåì ñ÷èòàòü
ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Çàôèêñèðóåì êîìáèíàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè Z
è ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû:

( LZ1 ; : : : ; L
Z
n ) ;

ãäå LZi ´ Pni ( Z ( ¸x: < M1[P
n
1 x; : : : ; P

n
n x]; : : : ;Mn[P

n
1 x; : : : ;

n
n x] >) ) , i = 1 ; : : : ; n.

Ãëàâíîé êîìïîíåíòîé óêàçàííîãî ðåøåíèÿ íàçîâåì òåðì LZ1 , êîòîðûé è
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ñåìàíòèêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðîãðàììû P , ñîîòâåòñò-
âóþùåé êîìáèíàòîðó íåïîäâèæíîé òî÷êè Z. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Fix ( P;Z ) ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìàíòèêå LZ1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fix( P;Z ) = f( Q1; : : : ; Qk;M0 ) jLZ1Q1; : : : ; Qk !!M0; Q1; : : : ; Qk;M0 2 NF 0; k ¸ 0 g:
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá
èíâàðèàíòíîñòè îñíîâíîé ñåìàíòèêè.

Òåîðåìà 1 (îá èíâàðèàíòíîñòè îñíîâíîé ñåìàíòèêè). Äëÿ ëþáûõ
êîìáèíàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè Z è Z 0 è ëþáîé áåñòèïîâîé ôóíêöèîíàëü-
íîé ïðîãðàììû P èìååì

Fix( P;Z ) = Fix( P;Z 0 ) ;

ò.å. ìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìàíòèêå íåïîäâèæíîé òî÷êè, èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé îñíîâíîé ëåììû 1.
Ëåììà 1 (îñíîâíàÿ). Ïóñòü Z, Z 0 – ïðîèçâîëüíûå êîìáèíàòîðû

íåïîäâèæíîé òî÷êè è M – òåðì, â êîòîðîì çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå
âõîæäåíèå ïîäòåðìà ZL, L 2 ¤ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M 0 òåðì, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ èç M çàìåíîé óêàçàííîãî âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà ZL òåðìîì Z 0L.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âõîæäåíèÿõ ïîäòåðìîâ ZL è Z 0L íå ñâÿçûâàþòñÿ â òåðìàõ M è M 0,
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà M0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé òåðìà M â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà M0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé òåðìà M 0.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, èñïîëüçóÿ îñíîâíóþ ëåììó 1. Ïóñòü
P – ïðîèçâîëüíàÿ áåñòèïîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà âèäà (1), à Z è Z 0

– ïðîèçâîëüíûå êîìáèíàòîðû íåïîäâèæíîé òî÷êè. Òîãäà,

Fix( P;Z ) = f( Q1; : : : ; Qk;M0 ) jLZ1Q1 : : : Qk !!M0; Q1; : : : ; Qk;M0 2 NF 0; k ¸ 0 g;

ãäå
LZ1 ´ Pn1 ( Z ( ¸x: < M1[P

n
1 x; : : : ; P

n
n x]; : : : ;Mn[P

n
1 x; : : : ; P

n
n x] >) )

è

Fix( P;Z 0 ) = f( Q1; : : : ; Qk;M0 ) jLZ
0

1 Q1 : : : Qk !!M0; Q1; : : : ; Qk;M0 2 NF 0; k ¸ 0 g;

ãäå
LZ

0
1 ´ Pn1 ( Z

0 ( ¸x: < M1[P
n
1 x; : : : ; P

n
n x]; : : : ;Mn[P

n
1 x; : : : ; P

n
n x] >) ) :

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òåðìîâ Q1; : : : ; Qk;M0 2 N0 ( k ¸ 0 ) , òåðìû
LZ1Q1 : : : Qk è LZ

0
1 Q1 : : : Qk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

LZ1Q1 : : : Qk !! M0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà LZ
0

1 Q1 : : : Qk !! M0. Òåîðåìà 1
äîêàçàíà.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü îñíîâíóþ ëåììó 1. Ïðåæäå âñåãî ââåäåì ïîíÿòèå
êîíòåêñòà íåïîäâèæíîé òî÷êè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì ïðè
äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé ëåììû 1.

1 0



Òåðì C[f ] íàçîâåì êîíòåêñòîì íåïîäâèæíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííîé f , åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C[f ] = fC[f ] è íå èìååò âèä fC 0[f ],
C 0[f ] 2 ¤ . Ìíîæåñòâî âñåõ êîíòåêñòîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííîé f îáîçíà÷èì ÷åðåç FP ( f ) . Äàëåå, êîãäà áóäåò ÿñíî, îòíîñèòåëüíî
êàêîé ïåðåìåííîé ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíòåêñò íåïîäâèæíîé òî÷êè, ìû íå
áóäåì ÿâíî óêàçûâàòü ýòó ïåðåìåííóþ. Íàïðèìåð, êîíòåêñòàìè íåïîäâèæíîé
òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé f ÿâëÿþòñÿ òåðìû Y f ´ ( ¸h:h( xx) ) ( ¸x:h( xx ) ) ) f

è W [f ] ´ ( ¸x:f ( xx) ) ( ¸x:f ( xx) ) f . Îäíàêî òåðìû f ( Y f ) è fW [f ] íå ÿâëÿþòñÿ
êîíòåêñòàìè íåïîäâèæíîé òî÷êè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî f ( Y f ) = f ( f ( Y f ) )

è fW [f ] = f ( fW [f ]) . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðà
íåïîäâèæíîé òî÷êè Z òåðì Zf , ãäå f 2 V , ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòîì íåïîäâèæíîé
òî÷êè è ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíòåêñòà íåïîäâèæíîé òî÷êè C[f ] òåðì ¸f:C[f ]

ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Ïóñòü çàäàíû êîìáèíàòîðû íåïîäâèæíîé òî÷êè Z, Z 0 è òåðìû L, M è M 0,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì îñíîâíîé ëåììû 1. Çàìåòèì, ÷òî òåðìû M è M 0

îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âõîæäåíèÿìè ïîäòåðìîâ ZL è Z 0L, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó FP ( L ) . Îñíîâíàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî M0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ôîðìîé òåðìà M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè M0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ôîðìîé òåðìàM 0. Ââåäåì ïîíÿòèå C-ýêâèâàëåíòíîñòè è ñôîðìóëèðóåì ëåììó
2 î C-ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ îáîáùèò óòâåðæäåíèå îñíîâíîé ëåììû 1 äëÿ
òåðìîâ, îòëè÷àþùèõñÿ íåñêîëüêèìè âõîæäåíèÿìè ïðîèçâîëüíûõ ïîäòåðìîâ
èç ìíîæåñòâà FP ( L) .

C-ýêâèâàëåíòíîñòü. Òåðìû M è M 0 íàçîâåì C-ýêâèâàëåíòíûìè è
íàïèøåì M »C M 0, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âõîæäåíèÿìè òåðìîâ
èç ìíîæåñòâà FP ( L) , ò.å. M 0 ïîëó÷àåòñÿ èç M ïóòåì çàìåíû íåêîòîðûõ
âõîæäåíèé ïîäòåðìîâ C1[L]; : : : ; Ck[L] 2 FP ( L) , k ¸ 0 , ïðîèçâîëüíûìè
(âîçìîæíî òåìè æå ñàìûìè) òåðìàìè C 0

1[L]; : : : ; C
0
k[L] 2 FP ( L) èç ìíîæåñòâà

FP ( L) (ðèñ. 1). Çàìåòèì, ÷òî åñëè k = 0 , òî M ´M 0.

Ðèñ. 1

Ëåììà 2 (î C-ýêâèâàëåíòíîñòè). Åñëè M »C M 0, òî M0 ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé ôîðìîé òåðìà M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M0 ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé ôîðìîé òåðìà M 0.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 î C-ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèâåäåì áåç äîêàçà-
òåëüñòâà ñëåäóþùóþ ëåììó 3 î ëåâîé ðåäóêöèè C-ýêâèâàëåíòíûõ òåðìîâ.

Ëåììà 3 (î ëåâîé ðåäóêöèè C-ýêâèâàëåíòíûõ òåðìîâ). Ïóñòü M »C M 0 è
M 62 NF . Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêàÿ íåïóñòàÿ ëåâàÿ ðåäóêöèÿ M!!

L
N è òàêîé

òåðì N 0 = M 0, ÷òî N 0 »C N .
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ïóñòü M »C M 0. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî M0

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé òåðìàM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàM0 ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé ôîðìîé òåðìà M 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M èìååò íîðìàëüíóþ
ôîðìó M0, è äîêàæåì, ÷òî M0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé è òåðìà M 0,
ò.å. ÷òî M 0 = M0. Îáðàòíàÿ ñòîðîíà ëåììû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàê
êàê M0 – íîðìàëüíàÿ ôîðìà M , òî ñóùåñòâóåò ëåâàÿ ðåäóêöèÿ M!!

L
M0.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî äëèíå ðåäóêöèè M!!
L

M0, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç

m, ÷òî èç M »C M 0 è M!!
L

M0 2 NF ñëåäóåò M 0 = M0. Åñëè m = 0 , òî
M ´ M0 è M ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïîäòåðìû
òåðìà M òîæå íîðìàëüíûå ôîðìû. Òàê êàê M è M 0 ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî
âõîæäåíèÿìè ïîäòåðìîâ èç ìíîæåñòâà FP ( L) è òàê êàê ïîñëåäíèå íå ìîãóò
áûòü íîðìàëüíûìè ôîðìàìè, òî M »C M 0 îçíà÷àåò M 0 ´ M ´ M0. Òåïåðü
äîêàæåì øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m > 0 è ÷òî äëÿ ëþáûõ òåðìîâ
N è N 0, åñëè N »C N 0 è ëåâàÿ ðåäóêöèÿ N!!

L
N0 2 NF èìååò äëèíó ìåíüøå

m, N 0 = N0. Òàê êàê m > 0 , òî ðåäóêöèÿ M!!
L

M0 íåïóñòà è, ñëåäîâàòåëüíî,
M 62 NF . Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 3 î ëåâîé ðåäóêöèè C-ýêâèâàëåíòíûõ òåðìîâ
ñóùåñòâóþò òàêàÿ íåïóñòàÿ ëåâàÿ ðåäóêöèÿM!!

L
N è òàêîé òåðì N 0 =M 0, ÷òî

N 0 »C N . Òàê êàê ëåâàÿ ðåäóêöèÿ îäíîçíà÷íà è M!!
L

M0 åñòü ìàêñèìàëüíî
äëèííàÿ ëåâàÿ ðåäóêöèÿ òåðìà M , òî èç M!!

L
N ñëåäóåò M!!

L
N!!

L
M0.

Ïîñêîëüêó ðåäóêöèÿM!!
L

N íåïóñòà, òî äëèíà ðåäóêöèèN!!
L

M0 ìåíüøåm.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ òåðìà N .
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èç N!!

L
M0 è N 0 »C N ñëåäóåò N 0 = M0

è ïîñêîëüêó M 0 = N 0, òî M 0 = N 0 =M0 (ðèñ 2). Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ðèñ. 2

3. Îñíîâíûå ñåìàíòèêè áåñòèïîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì ïðè
ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðàõ íåïîäâèæíîé òî÷êè è ¯-ðàâåíñòâî. Èòàê, åñëè L1

è L0
1 – ñåìàíòèêè áåñòèïîâîé ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû P , îïðåäåëÿåìûå
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ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ êîìáèíàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1
îíè ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

L1Q1 : : : Qk !!M0 , L0
1Q1 : : : Qk !!M0;

ãäå Q1; : : : ; Qk, M0 2 NF 0. Îäíàêî, êàê âûÿñíÿåòñÿ, íå âñåãäà L1 = L0
1,

ò.å. ñåìàíòèêè îäíîé è òîé æå áåñòèïîâîé ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû,
îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ êîìáèíàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè, ìîãóò
íå áûòü ¯-ðàâíûìè.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò áåñòèïîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà P0 è
òàêèå êîìáèíàòîðû íåïîäâèæíîé òî÷êè Z è Z 0, ÷òî åñëè L – ñåìàíòèêà
ïðîãðàììû P0, îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè
Z, à L0 – ñåìàíòèêà ïðîãðàììû P0, îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðà
íåïîäâèæíîé òî÷êè Z 0, òî L 6= L0.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðîãðàììû P0 è êîìáèíàòîðîâ
íåïîäâèæíîé òî÷êè Z è Z 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Ïðåæäå
âñåãî ïðèâåäåì íåñêîëüêî îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé. Òåðìàìè T ´ ¸xy:x,
F ´ ¸xy:y ïðèíÿòî ïðåäñòàâëÿòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ True è False,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü B, M è N – ïðîèçâîëüíûå òåðìû, òîãäà âûðàæåíèåì
if B then M else N îáîçíà÷èì òåðì BMN . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå
B = T èìååò ìåñòî BMN = M , à â ñëó÷àå B = F – BMN = N . Îïðåäåëèì
òåðìû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n ¸ 0 îïðåäåëèì òåðì n

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
0 ´ ¸x:x; n+ 1 ´ ¸x:xFn:

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñëåäóþùèå òåðìû:

S+ ´ ¸xy:yFx; P¡ ´ ¸x:xF; Zero ´ ¸x:xT è I ´ ¸x:x :

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n ¸ 0 èìååì: S+n = n+ 1 , P¡n+ 1 =

n, Zero n = T , åñëè n = 0 , è Zero n = F , åñëè n > 0 , è IM = M äëÿ ëþáîãî òåðìà
M .

Ïóñòü P0 – ñëåäóþùàÿ áåñòèïîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà:

F1 = M1[f1] ´ ¸n:if Zero n then 0 else f1 ( P
¡n ) ;

Z ´ Y ´ ¸h:( ¸x:h( xx) ) ( ¸x:h ( xx) ) è Z 0 ´ ¸h:( ¸xy:h( xxy ) ) ( ¸xy:h( xxy ) ) T . Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî åñëè L – ñåìàíòèêà ïðîãðàììû P0, îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ
êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè Z, à L0 – ñåìàíòèêà òîé æå ïðîãðàììû,
îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè Z 0, òî L 6= L0.

Åðåâàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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Ã. Ã. Ãðà÷ÿí

Êîìáèíàòîðû íåïîäâèæíîé òî÷êè è îñíîâíàÿ ñåìàíòèêà áåñòèïîâûõ

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

Áåñòèïîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé

ñ îòäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè â áåñòèïîâîì ¸-èñ÷èñëåíèè. Îñíîâíàÿ ñåìàíòèêà

òàêèõ ïðîãðàìì îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè

Y . Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåìàíòèêè, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ êîìáèíàòîðîâ

íåïîäâèæíîé òî÷êè, ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü èõ ê îäíèì è

òåì æå äàííûì, òî ïîëó÷èì îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

¶. ¶. Ðñ³ãÛ³Ý

²Ýß³ñÅ Ï»ïÇ ÏáÙµÇÝ³ïáñÝ»ñÁ »õ ³é³Ýó ïÇå»ñÇ ýáõÝÏóÇáÝ³É Íñ³·ñ»ñÇ

ÑÇÙÝ³Ï³Ý ë»Ù³ÝïÇÏ³Ý

²é³Ýó ïÇå»ñÇ ýáõÝÏóÇáÝ³É Íñ³·ÇñÁ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ ³Ýç³ïíáÕ ÷á÷á-

Ë³Ï³ÝÝ»ñáí Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ· ³é³Ýó ïÇå»ñÇ ¸-Ñ³ßíáõÙ: ÜÙ³Ý Íñ³·ñ»ñÇ

ÑÇÙÝ³Ï³Ý ë»Ù³ÝïÇÏ³Ý ëáíáñ³µ³ñ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Y ³Ýß³ñÅ Ï»ïÇ ÏáÙµÇÝ³ïáñÇ ÙÇçáóáí:

²ßË³ï³ÝùáõÙ óáõÛó ¿ ïñíáõÙ, áñ ³Ýß³ñÅ Ï»ïÇ ï³ñµ»ñ ÏáÙµÇÝ³ïáñÝ»ñáí ë³ÑÙ³Ýí³Í

ë»Ù³ÝïÇÏ³Ý»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý ³ÛÝ ÇÙ³ëïáí, áñ »Ã» ¹ñ³Ýù ÏÇñ³é»Ýù ÝáõÛÝ ïíÛ³ÉÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ,

³å³ Ïëï³Ý³Ýù ÝáõÛÝ ³ñ¹ÛáõÝùÁ:

G. G. Hrachyan

Fix-Point Combinators and the Main Semantics of Type-Free Functional Programs

The type-free functional program is a system of equations with separated variables

in the type-free ¸-calculus. The main semantics of such programs is usually defined with

the fixpoint combinator Y . The current paper shows that the semantics defined using the

different fixpoint combinators are equivalent in the case if we apply these semantics to the

same data, we will get the same result.
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