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1. Ââåäåíèå. Ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ãðàíè÷íûõ çàäà÷
äëÿ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) èãðàþò
âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè êàê òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü òàêèõ ðÿäîâ îáû÷íî áûâàåò ñâÿçàíà ñ ðàçëîæåíèÿìè
ôóíêöèé èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà. Îäíàêî, ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, äàæå ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñàìà ïî ñåáå ìîæåò
áûòü ìàëî ýôôåêòèâíîé: ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Â
ñëó÷àå ñèñòåìû Ôóðüå fei¼nxg, n = 0 ;§ 1 ;§ 2 :::; ¡ 1 · x · 1 , ÿâëÿþùåéñÿ
ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è i y0 ( x) = ¸; y ( x ) ; y ( ¡1 ) = y ( 1 ) ,
À. Êðûëîâûì ([1], 1906 ã.) áûëà ïðåäëîæåíà èäåÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè
ðàçëîæåíèÿ äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé êîððåêòèðîâêè. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïîäîá-
íîãî ìåòîäà áûëî ðàçâèòî ïîñëå 1960-x ãã. â ðàáîòàõ Ê. Ëàíöîøà è
äðóãèõ àâòîðîâ [2-7]. Ýôôåêòèâíûå æå àëãîðèòìû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè,
íå èñïîëüçóþùèå çàðàíåå çàäàííîé èíôîðìàöèè î âåëè÷èíàõ ñêà÷êîâ
ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè â çàäàííûõ ñèíãóëÿðíûõ òî÷êàõ, áûëè ðàçðàáîòàíû
ïîñëå 1990 ã., ãëàâíûì îáðàçîì â ðàáîòàõ Ê. Ýêãîôà, Ä. Ãîòëèáà è èõ ñîàâòîðîâ
(ñì. [8-12]). Íèæå ýòîò ïîäõîä áóäåì íàçûâàòü ÊÝÃ-ìåòîäîì. Â ðàáîòå [13]
îí áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé ðàçëîæåíèÿ ãëàäêîé íà êîíå÷íîì îòðåçêå
ôóíêöèè ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñàìîñîïðÿæåííûõ çàäà÷ äëÿ ÎÄÓ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [14] áûë ðàçðàáîòàí èíîé ìåòîä óñêîðåíèÿ
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ñõîäèìîñòè óïîìÿíóòûõ ðÿäîâ Ôóðüå, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè àïïðîêñè-
ìàöèè Ïàäå ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ðÿäó åãî êîýôôèöèåíòîâ, à â ðàáîòå [15]
áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà îøèáêè ìåòîäà â òåðìèíàõ ñêà÷êîâ
ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè. Ýòî ïðèâåëî ê åùå áîëåå òî÷íûì è óñòîé÷èâûì
àëãîðèòìàì, ïîçâîëÿþùèì, ê òîìó æå, ýôôåêòèâíî âûÿâëÿòü ”ñêðûòûå”
(íå êðàòíûå ¼) ÷àñòîòû ãëàâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò ýòîé ôóíêöèè.
Â ðàáîòå [16] ýòîò ïîäõîä áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé ðàçëîæåíèé ïî
êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôóðüå - Áåññåëÿ fJº ( jn x ) g; º ¸ ¡ 1 =2 ; x 2 [0 ; 1 ]; n = 1 ; 2 ; :::,
ãäå fjng - ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ Jº ( j ) = 0 , à â ðàáîòå [17] - íà ñëó÷àé
ðåãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ÎÄÓ ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà, îáîáùàþùåãî è
óñèëèâàþùåãî ýòè ðåçóëüòàòû àâòîðà.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ

Ly = ¸ y; L y =
mX

s=0

ps ( x ) y
(s) ( x ) ; m ¸ 1 ( 1 )

ñ íîðìèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

U¹ y =
m¡1X

s=0

³
®s

¹ y(s) ( a) + ¯s
¹ y(s) ( b)

´
= 0 ; ¹ = 1 ; 2 ; :::;m; ( 2 )

ãäå ( a; b) - êîíå÷íûé èíòåðâàë, pm ( x ) ´ 1 ; ps ( x ) 2 Cs+m(q¡1)[a; b] - êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ôóíêöèè è f®¹
sg; f¯¹

s g - êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå (q ¸ 1 ; s = 0 ; 1 ; :::; ( m ¡
1 ) ; ¹ = 1 ; 2 ; :::;m).

Ïðèâåäåì èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì (ñì., íàïðè-
ìåð, [18]).

Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

L¤ z =
mX

s=0

( ¡ 1 ) s ( z ( x ) ps ( x) )
(s) = ¹̧ z; ( 1 ¤ )

U¤
¹ z =

m¡1X

s=0

³
®s

¤¹ z(s) ( a) + ¯s
¤¹ z(s) ( b)

´
= 0 ; ¹ = 1 ; 2 ; :::;m; ( 2 ¤ )

ãäå f®¤¹
s g; f¯¤¹

s g - ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííûå êîýôôèöèåíòû.
Íàñ èíòåðåñóåò çàäà÷à (1) ñ ðåãóëÿðíûìè óñëîâèÿìè (2). Îáîçíà÷èì

÷åðåç f¸ng áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1)-(2),
ïðîíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ ìîäóëÿ. Ïðè ÷åòíîì m óäîáíî
ñ÷èòàòü 1 · n · 1, a ïðè íå÷åòíîì - ¡1 · n · 1. Óïðîùåííàÿ àñèìïòîòèêà
äëÿ f¸ng èìååò âèä

¸n = hnm ( 1 +O ( 1 =jnj) ) ; jnj ! 1; ( 3 )
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ãäå h ìîæåò ïðèíèìàòü äâà îòëè÷íûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿ.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

fÁn ( x ) ; Ãn ( x) g; L Án = ¸n Án; L
¤Ãn = ¹̧ n Ãn ( 4 )

áèîðòîãîíàëüíà è ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2[a; b].
Óïðîùåííàÿ àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èìååò ñëåäóþùèé âèä

(çäåñü 'n = Án èëè 'n = Ãn):

dk

dxk
'n ( x ) = jnjk »nk ( x) ; jnj ! 1; j»nk ( x) j · const; k = 0 ; 1 ; :::;m¡ 1 : ( 5 )

Îïåðàòîð Ly ¡ ¸ y; ¸ =2 f¸ng; c óñëîâèÿìè (2) îáðàùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåðîìîðôíîé ïî ¸ ôóíêöèè Ãðèíà G( x; t; )̧ . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
åå ïîëþñû â ¸-ïëîñêîñòè (ñîâïàäàþùèå ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè f¸ng)
ïðîñòûå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íóëü íå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Êëþ÷åâóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàåò ôîðìóëà

G( x; t; )̧ =
X

8 n

Án ( x) Ãn ( t)

¸n ¡ ¸
; ¸ 2 C; ¸ =2 f¸ng ( 6 )

Êàê ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóë (3) è (5), ðÿä (6) ìîæåò áûòü ïðîäèôôåðåíöè-
ðîâàí ïî x è t äî ñóììàðíîãî ïîðÿäêà m¡ 1 , à äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ¸ äàæå
óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü åãî ñõîäèìîñòè.Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà â ñèíãóëÿðíîé
òî÷êå ¸ = ¸n äîîïðåäåëèì, îòáðîñèâ â ôîðìóëå (6) ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ Ãðèíà G( »; x; )̧ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â ÿâíîé ôîðìå ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ Ly ¡ ¸y = 0 (ñì. [18], ãë.1, x3 ) .

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñõåìà åå ðåøåíèÿ. Ïóñòü f = f ( x) - êóñî÷íî-
ãëàäêàÿ íà îòðåçêå [¡1 ; 1 ] ôóíêöèÿ, ñ òî÷êàìè ”ñêëåèâàíèÿ” fxkg a = x1 <

x2 < ¢ ¢ ¢ < xl = b; 2 · l < 1, è f 2 Cq m; q ¸ 1 ; íà êàæäîì èç îòðåçêîâ
[xk; xk+1]; k = 1 ; 2 ; ¢ ¢ ¢ ; l ¡ 1 .

Â óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ôîðìàëüíûé ðÿä

f ( x) '
X

8 n

fn Án ( x) ; fn =
Z b

a
f ( t) Ãn ( t) dt ( 7 )

ñõîäèòñÿ ê f ( x) ïîòî÷å÷íî ïðè x 2 ( a; b ) ; x =2 fxkg , îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, â
L2-ìåòðèêå îí ñõîäèòñÿ ìåäëåííî. Êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå,
â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê fxkg íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå Ãèááñà.

Çàäà÷ó óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (7) ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïóñòü çàäàíû êîýôôèöèåíòû ffng; jnj · N;N < 1 è òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòåé fxkg
ôóíêöèè f ( x) . Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f ( x) , ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì N , ñ îùóòèìî áîëüøåé (÷åì ïðè ïðÿìîì ñóììèðîâàíèè
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(7) äëÿ jnj · N ) òî÷íîñòüþ (â ðàâíîìåðíîé èëè L2¡ìåòðèêå).
Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [17] â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ãðèíà íà

îñíîâå ïðèìåíåíèÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ê ñëåäóþùåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ïî
ñòåïåíÿì 1 =¸n ðÿäó êîýôôèöèåíòà fn (L0 - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, n ! 1):

fn =
lX

k=1

m¡1X

r=0

Ã
(r)
n ( xk )

qX

s=0

¸¡s
n Askr + o( ¸¡q

n ) ; Askr = ¢ k ( `rL
sf ( x) ) ; ( 8 )

ãäå f`rg - îïðåäåëåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî
ïîðÿäêîâ fm¡ r ¡ 1 g è

¢ k ( g ( x ) ) =

(
g ( xk ) ïðè k = 1 ;
g ( xk ¡ 0 ) ¡ g ( xk + 0 ) ïðè k 6= 1 ; l: ( 8 0 )

Âåëè÷èíû fAskrg åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñêà÷êàìè ôóíêöèè f ( x ) . Â ðàáîòå
[17] îíè ïðèáëèæåííî íàõîäèëèñü èç ëèíåéíîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé èç (8)
îòáðàñûâàíèåì ÷ëåíà o( ¸¡q

n ) è ïîäáîðîì ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé fnsg òàê, ÷òîáû
áûëî ±N · jn1j · jn2j < ::: · jntj · N; 0 < ± < 1 ; t = mq l.

Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò îñâîáîäèòüñÿ îò ïîñëåäíåãî øàãà,
èçáåæàâ íà ïðàêòèêå, òåì ñàìûì, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîòåðè òî÷íîñòè.

Âçàìåí ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ è ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíå-
íèÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå çàäàäèìñÿ öåëüþ êàê ìîæíî òî÷íåå àïïðîêñèìè-
ðîâàòü êîýôôèöèåíòû ffng ïðè jnj = O ( N ) · N , N ! 1, ðàöèîíàëüíîé
ïî ¸n ôóíêöèåé. Âèä ôîðìóëû, ïîëó÷åííîé â [17] èç (8) ïðèìåíåíèåì
àïïðîêñèìàöèè Ïàäå, ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî ïðè n ! 1 è ëþáîì
r ( 0 · r · q ) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

fn =
lX

s=1

m¡1X

p=0

Ã
(p)

n ( xs )

Pq¡1
k=0 ak p s¸

k
n

¸q¡r
n
Pr

k=0 bk¸k
n

+ ( n¡mq ) ; b0 = 1 ; n ! 1; ( 9 )

ãäå fak p sg è fbkg -íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Ðåøèì çàäà÷ó èõ íåïîñðåäñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ

ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîãðåøíîñòè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñè-
ìàöèè ffng, ñâåäÿ åå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (9), ê ðåøåíèþ ìåòîäîì ïñåâäîîáðà-
ùåíèÿ ñëåäóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé

fn ¸q¡r
n

rX

k=0

bk¸
k
n =

lX

s=1

m¡1X

p=0

Ã
(p)

n ( xs )
q¡1X

k=0

ak p s¸
k
n; b0 = 1 ( 1 0 )

ïðè n = n1; n2; :::; nj; j ¸ q l m + r, îòíîñèòåëüíî q l m + r ïîñòîÿííûõ fak p sg
è fbkg. Ðàçóìååòñÿ, åñëè j = q l m + r è ìàòðèöà ñèñòåìû íå ñèíãóëÿðíà, òî
ìîæíî ïðèìåíèòü, ñêàæåì, ìåòîä Ãàóññà. Äàëåå, èìååì

rX

k=0

bk¸
k
n =

¹Y

j=1

( ¸n ¡ !j )
ºj ;

¹X

j=1

ºj = r; ( 1 1 )
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ãäå f!jg - êîðíè ñòîÿùåãî ñëåâà ïîëèíîìà ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîñòè fºjg.
Íàêîíåö, äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 0 =2 f!jg è ðàçëîæèâ ïðè êàæäîì

çíà÷åíèè ( p; s) ðàöèîíàëüíóþ îòíîñèòåëüíî ¸n, ôóíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè
ôîðìóëû (8) íà ïðîñòûå äðîáè, ïðèäåì ê ôîðìóëå

fn =
lX

s=1

m¡1X

p=0

Ã
(p)

n ( xs )
¹X

j=0

ºjX

i=1

ci j p s

( ¸n ¡ !j ) i
+O ( n¡q¡1 ) ; ( 1 2 )

ãäå !0 = 0 ; º0 = q ¡ r è fci j p sg - ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííûå.
Êàê è â [17], ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìóëó ñ ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà

(6), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëå óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè:

f ( x ) '
lX

s=1

m¡1X

p=0

¹X

j=1

ºjX

i=1

ci j p sGp i ( x; xs; !j ) +
X

jnj·N

gnÁn ( x ) ; ( 1 3 )

ãäå

Gp i ( x; t; )̧ =
@p+i¡1

@tp @¸i¡1G( x; t; )̧ ;

gn =
X

jnj·N

0
@fn ¡

lX

s=1

m¡1X

p=0

¹X

j=0

ºjX

i=1

ci j p sÃ
(p)

n ( xs )

( ¸n ¡ !j ) i

1
A : ( 1 3 0 )

Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèé ðÿä â (13) ñõîäèòñÿ òåì áûñòðåå, ÷åì
áîëüøå q. Îòìåòèì, ÷òî åñëè â (9) r = 0 , òî òåì ñàìûì íåïîñðåäñòâåííî
îáîáùàåòñÿ ÊÝÃ-ìåòîä (ñì. ââåäåíèå), à â ôîðìóëå (13) íàäî óáðàòü ñóììè-
ðîâàíèå ïî j è ïîäñòàâèòü !j = 0 . Ïðè ýòîì ïðåäëàãàåìûé ìåòîä áóäåò
òåîðåòè÷åñêè òî÷íûì äëÿ ôóíêöèé, èìåþùèõ âèä ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñïðàâà
â (13). Ñëó÷àé æå r = q ïðåäïî÷òèòåëåí, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ìåòîä òî÷åí â
íàèáîëåå îáùåì êëàññå ôóíêöèé.

4. Çàêëþ÷åíèå. Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ àëãîðèòìà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçðàáîòàííîìó ïîäõîäó.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîíêðåòíîé åãî ðåàëèçàöèè íàäî óìåòü
âû÷èñëÿòü ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ¸n ïðè jnj · N .
Ïîëó÷åíèå æå çíà÷åíèé êàê ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, òàê è ôóíêöèè Ãðèíà
(è èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ) òðóäà íå ïðåäñòàâëÿåò, ïîñêîëüêó
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ
ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ çàäà÷ ïðè çàäàííîì ¸ 2 C.

Ïñåâäîîáðàùåíèå ìàòðèöû ñèñòåìû (10) ðåêîìåíäóåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ñ
äâîéíîé (à òî è áî̀ëüøåé) òî÷íîñòüþ, ìèíèìèçèðóÿ îøèáêè íàêîïëåíèÿ.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ïîâûøåííóþ ýôôåêòèâíîñòü
âûøåèçëîæåííîãî ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäõîäîì ðàáîòû [17]. Òàê, â
ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî
àëãîðèòìà (ïðè íåèçâåñòíûõ çàðàíåå ñêà÷êàõ ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè), êàê
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ïðàâèëî, îêàçàëàñü âûøå, ÷åì àëãîðèòìà ÊÝÃ-ìåòîäà - äàæå ïðè èçâåñòíûõ.
Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå è òîò èíòåðåñíûé ôàêò, ÷òî ïðè ýòîì ãëàäêàÿ

íà [¡ 1 ; 1 ] ðàçëàãàåìàÿ ôóíêöèÿ îáû÷íî ïðèáëèæàåòñÿ íà çàôèêñèðîâàííîì
îòðåçêå ( a; b) 2 [¡1 ; 1 ] íà 1-2 ïîðÿäêà áûñòðåå, ÷åì ìåòîäîì ðàáîòû [17] - ïðè
èçâåñòíûõ ñêà÷êàõ. Â ðåçóëüòàòå, õîòÿ âáëèçè êîíöîâ îòðåçêà [¡1 ; 1 ] ïîñëåäíèé
ïîäõîä çíà÷èòåëüíî òî÷íåå, Lp[¡ 1 ; 1 ]-îøèáêè ýòèõ äâóõ ìåòîäîâ ïðè p · 1 ìàëî
îòëè÷àþòñÿ.

Îòìåòèì òàêæå , ÷òî èíîãäà ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïðèìåíèì è â ñëó÷àå,
êîãäà òî÷êè fxsg ñêà÷êîâ ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè (êðîìå êîíöîâ îòðåçêà [a; b])
çàðàíåå íåèçâåñòíû. Òàê, â ñëó÷àå ðÿäîâ Ôóðüå èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå
ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ñèíãóëÿðíîñòåé êóñî÷íî-ãëàäêîé
ôóíêöèè ïî åå êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå (ñì., íàïðèìåð, [19] ñ áèáëèîãðàôèåé).

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îáùåãî õàðàêòåðà.
² Â èñõîäíîì ïðåäñòàâëåíèè (8) ÷èñëà q è r (â òåðìèíàõ [17] - ïîðÿäêè

ïðèìåíåííûõ â òî÷êàõ fxsg àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå ) ìîãóò çàâèñåòü è îò èíäåêñà
s.

² Íåòðóäíî ñêîððåêòèðîâàòü ôîðìóëû (11)-(13) â ñëó÷àå, êîãäà 0 2
f!jg. Ñëó÷àé êðàòíûõ ïîëþñîâ ôóíêöèè Ãðèíà (ñì. [18], ãë. 1, x 3 ) òàêæå
áåç òðóäà îõâàòûâàåòñÿ ïðåäëîæåííîé ñõåìîé ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàðÿäó ñ
ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè, ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé.

² Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (11) íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ f!jg
ìîæíî çàðàíåå çàôèêñèðîâàòü, òåì ñàìûì ñîêðàòèâ êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ
â óðàâíåíèè (10). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðèìåíèòü òàêîé ïîäõîä ê ñèñòåìå Ôóðüå
(ñì. ââåäåíèå), òî ïðè r = q = 2 ½; !j = i¼ ( j + 1 =2 ) ; jjj · ½ ïîëó÷èì áûñòðîå
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ( x ) ïî ñèñòåìå fei¼nxg; n · N , ñ äîáàâëåíèåì ñèñòåìû
fei¼(n+1=2)xg; jnj · ½, ñ ïåðâûìè q ”ïðîìåæóòî÷íûìè” ãàðìîíèêàìè.

² Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä áåç îñîáûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé,
êîãäà (1) - ñèñòåìà óðàâíåíèé (ò.å. êîãäà fps ( x) g ìàòðèöû-ôóíêöèè, à y ( x)

âåêòîð-ôóíêöèÿ), ïîñêîëüêó ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû fn ñêàëÿðíû, õîòÿ
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ìàòðè÷íà(ñì. [18], ãë. 3).

² Îãðàíè÷åííîñòü êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
a è b (ðàâíî êàê è êîíå÷íîñòü ñàìèõ ýòèõ òî÷åê) ïðèíöèïèàëüíîé ðîëè íå
èãðàåò. Íåîáõîäèìî ëèøü, ÷òîáû çàäà÷à èìåëà ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð, à
ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (â ñëó÷àå êðàòíûõ ïîëþñîâ ôóíêöèè Ãðèíà - ñ
ïðèñîåäèíåííûìè) áûëà ïîëíà â L2. Êàê ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
[15], â êîòîðîé èçó÷åíû ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ, ñõåìà ìåòîäà, â ïðèíöèïå,
ïåðåíîñèòñÿ íà ðàçëîæåíèÿ ïî êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé
îäíîãî àðãóìåíòà (â ÷àñòíîñòè, ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì).

² Â ñëó÷àå çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
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êîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò âèä Ly = ½( x) y, ãäå ½( x) - êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ëåãêî êîððåêòèðóåòñÿ ñ ó÷åòîì òî÷åê
ñèíãóëÿðíîñòè ½ ( x) (ñì.,íàïðèìåð,[20]).

² Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà (ðàöèîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ffng è èñïîëüçî-
âàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè Ãðèíà) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìåíèìîé è â íåêîòîðûõ
ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì,
ïîñêîëüêó ôîðìóëà (6) è åå àíàëîã ïðè êðàòíûõ íóëÿõ ôóíêöèè Ãðèíà
ñîõðàíÿþò ñèëó, åñëè ñ÷èòàòü n ìóëüòèèíäåêñîì.
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Academician A. B. Nersessian

Acceleration of Convergence of Eigenfunction Expansions

A method of acceleration of convergence of eigenfunctions expansion of boundary value

problems for ODE is presented. The main idea is based on the rational approximation of

the expansion coefficients and on application of Green function. Properties of the corre-

sponding algorithm and some generalization possibilities are discussed.
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